TOPOS CO-EVANESCENTS ET GENERALISATIONS 

AHMED ABBES ET MICHEL GROS 

Resume. Get article est consacre a I'etude d'un topos introduit par Faltings pour les besoins de la 
theorie de Hodge p-adique. Nous en presentons une nouvelle approclie basee sur une generalisation 
des topos co-evanescents de Deligne. Gliemin faisant, nous corrigeons la definition originelle de 
Faltings. 

This article is devoted to studying a topos introduced by Faltings for the purpose of p-adic 
Hodge theory. We present a new approach based on a generalisation of Deligne's co-vanishing 
^S) ' topos. Along the way, we correct Faltings' original definition. 
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^ ■ 1.1. Le but de cet article est de consolider les fondements topologiques necessaires a I'approche 

5^ , de Faltings en theorie de Hodge p-adique [8l [9l [10] . Sa genese est directement motivee par notre 

travail en cours sur la correspondance de Simpson p-adique [2, 3]. L'approche de Faltings se com- 
pose schematiquement de deux etapes. La premiere, de nature locale, est une generalisation des 
techniques galoisiennes de Tate, Sen et Fontaine a certains schemas affines au-dessus de corps 
locaux p-adiques. Elle utilise d'une fagon essentielle sa theorie des extensions presque-etales. La 
seconde etape, de nature plus globale, relic la cohomologie etale p-adique de certains schemas sur 
des corps locaux p-adiques a la cohomologie galoisienne etudiee dans la premiere etape. Pour ce 
faire, Faltings utilise d'une part la notion de schemas K{Tr, 1) [8j, et d'autre part un nouveau topos 
[S]. Ce dernier n'a ete explicitement defini qu'assez tardivement par rapport an reste de la theorie 
([S] page 214), et ne nous semble pas avoir regu I'attention qu'il mcrite. 
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1.2. Pour poursuivre la construction de la correspondance de Simpson p-adique, nous avons done 
naturellement ete amenes a etudier ce topos. Au depart, nous avons beneficie d'une lettre de Deligne 
a lUusie [7] (anterieure a |9j) et de notes d'lUusie [17j. Dans cette lettre, Deligne suggere que le 
topos dont a besoin Faltings devrait etre en realite un topos co-evanescent, autrement dit, un cas 
particulier du produit oriente de topos qu'il avait introduit pour developper le formalisme des cycles 
evanescents en dimensions superieures [16| . Le premier auteur du present article a remarque en 
2008 que la topologie co-evanescente de Deligne differe en general de celle consideree par Faltings 
dans ([3 page 214) ; toutefois, ce dernier utilise une caracterisation des faisceaux qui vaut pour 
les topos co-evanescents (cf. ll.Sp .n II s'avere que cette caracterisation n'est pas en general verifiee 
par le topos considere initialement par Faltings (cf. 110.21 pour un contre exemple). En fait. Tun 
des principaux faisceaux utilises par Faltings, a savoir le faisceau structural, n'est pas un faisceau 
pour la topologie qu'il a definie dans ([9J page 214) ; mais c'est un faisceau pour la topologie 
co-evanescente (cf. [3]). Nous nous proposons dans cet article de corriger la definition du topos 
introduit par Faltings et de le developper suivant la suggestion de Deligne. C'est ce nouveau topos 
que nous appellerons topos de Faltings; celui introduit dans (^ page 214) semble avoir tres pen 
d'interet. 

1.3. Les resultats de cet article etant de nature assez technique, nous allons maintenant en pre- 
senter un resume detaille. CommenQons par rappeler la definition des produits orientes de topos 
due a Deligne. Soient f : X -^ S et g: Y —>■ S deux morphismes de U-topos, ou U est un univers 
fixe. Le produit oriente X x^ Y est un U-topos muni de deux morphismes 

(1.3.1) pi: Xx^Y ^ X et ps : X x ^ f -^ F 
et d'un 2-morphisme 

(1.3.2) r:gp2^fPu 

tels que le quadruplet {X x^ y,pi,p2,T) soit universel dans la 2-categorie des U-topos. On pent 
lui construire explicitement un site sous-jacent C a partir de la donnee de U-sites X,YetS sous- 
jacents a, X,Y et S, respectivement, dans lesquels les limites projectives finies sont representables, 
et de deux foncteurs continus et exacts a gauche /+ : S ^^ X et g^ : S ^i' Y definissant f et g (cf. 

13.11 et [377| . Suivant lUusie, nous appelons X x^ S le topos evanescent de f, et S XgYle topos 
co-evanescent de g. Le premier topos a ete utilise par Deligne pour developper le formalisme des 
cycles evanescents de /, et a ete etudie par Gabber, lUusie [11], Laumon [Tn| et Orgogozo [5U]. Le 
second topos est le prototype du topos de Faltings. On pent lui construire explicitement un autre 
site sous-jacent D, plus simple que C, que nous appelons site co-evanescent de g^ (cf. l4.1l et l4.10p . 

1.4. A proprement parler, le topos de Faltings n'est en fait pas un topos co-evanescent, mais un cas 
particulier d'une notion plus generale que nous developpons dans cet article, et que nous baptisons 
topos co-evanescent generalise. Soient / un U-site, / le topos des faisceaux de U-ensembles sur /, 

(1.4.1) TT-.E^I 

une categoric fibree, clivee et normalisee au-dessus de la categoric sous-jacente a /. On suppose les 
conditions suivantes satisfaites : 

(i) Les produits fibres sont representables dans /. 



1. Ce probleme ne semble pas avoir ete observe anterieurenient. 
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(ii) Pour tout i G Ob(/), la categorie fibre Ei de E au-dessus de i est munie d'une topologie 
faisant de celle-ci un U-site, et les limites projectives finies sont representables dans Ei. On 
note Ei le topos des faisceaux de U-ensembles sur Ei. 
(iii) Pour tout niorphisme f : i -^ j de I, le foncteur image inverse /+ : Ej — >■ Ei est continu 
et exact a gauche. II definit done un morphisme de topos que Ton note aussi (abusivenient) 
f:E,^E,. 
Le foncteur n est en fait un U-site fibre (cf. 15. ip . On appelle topologie co-evanescente de E la 
topologie engendree par les families de recouvrements {Vn — >■ V^)nes des deux types suivants : 
(v) II existe i e Ob(/) tel que {Vn —^ V^)nes soit une famille couvrante de Ei. 
(c) II existe une famille couvrante de morphismes (/„ : i„ — ;> i)„gx; de / telle que Vn soit iso- 
morphe a f*{V) pour tout n G S. 
Les recouvrements du type (v) sont dits verticaux, et ceux du type (c) sont dits cartesiens. Le site 
ainsi defini est appele site co-evanescent associe au site fibre tt ; c'est un U-site. On appelle topos 
co-evanescent associe au site fibre tt, et Ton note E, le topos des faisceaux de U-ensembles sur 
E (cf. 15. 3p . Lorsque / est munie de la topologie chaotique, c'est a dire de la topologie la moins 
fine parmi toutes les topologies de /, on rctrouve la topologie totale sur E relative au site fibre tt 
(cf.[53D. 



1.5. On montre (|5.8p que la donnee d'un faisceau F sur E est equivalente a la donnee pour tout 
objet i de I d'un faisceau Fi sur Ei et pour tout morphisme f : i ^f j de I d'un morphisme 
Fj -^ f*iFi), ces morphismes etant soumis a des relations de compatibilite, tels que pour toute 
famille couvrante (/„ : i„ — > i)„gs de /, si pour tout {m,n) G S^, on pose imn = im Xi in et on 
note fmn '■ imn -^ He morphisme canonique, la suite de morphismes de faisceaux sur Ei 

(1-5.1) F, ^ '[[{fn)4F,J ^ l[ (/„„0*(^w) 

neS {m,n)eT.^ 

soit exacte. On identifiera dans la suite F au foncteur {i i-^ Fi} qui lui est associe. 

On etudie la fonctorialite des sites et topos co-evanescents par rapport au foncteur fibrant tt (|5.16I 
et I5.34P et par changement de base ()5.18p . On etablit aussi quelques proprietes de coherence. On 
montre (|5.26p . entre autres, que s'il existe une sous-categorie pleine, U-petite et topologiquement 
generatrice /' de /, formee d'objets quasi-compacts, stable par produits fibres, telle que pour tout 
i G Ob(/'), le topos Ei soit coherent et que pour tout morphisme / : i —>■ j de I', le morphisme de 
topos f : Ei ^ Ej soit coherent, alors le topos E est localement coherent. Si de plus, la categorie 
/ admet un objet final qui appartient a /', alors le topos E est coherent. 

1.6. Le lien avec le topos co-evanescent de Deligne se fait de la iaqon suivante. Soient X et Y 
deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont representables, /+ : X — > F un foncteur 
continu et exact a gauche. On note X et Y les topos des faisceaux de U-ensembles sur X et Y, 
respectivement, et f : Y ^ X \e morphisme de topos defini par /"''. Considerons la categorie Fl(y) 
des morphismes de y, et le "foncteur but" 

(1.6.1) Fi(r)^y, 

qui fait de Fl(y) une categorie fibree, clivee et normalisee au-dessus de F ; la categorie fibre au- 
dessus de tout V G Ob(y) est canoniquement equivalente a la categorie 1/y. Munissant chaque 
fibre Y/y de la topologie induite par celle de Y, Fl{Y)/Y devient un U-site fibre, verifiant les 
conditions de p.4p . Soit 

(1.6.2) TT-.E^X 
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le site fibre deduit de F\{Y)/Y par changement de base par le foncteur /+. Le site co-evanescent E 
associe a tt (|1.4p est canoniquement equivalent au site co-evanescent D associe au foncteur /+ (|1.3p ; 
d'ou la terminologie. Le topos co-evanescent E associe a tt est done canoniquement equivalent au 
topos co-evanescent X Xj^ Y associe a / (cf. 15. Sp . 



1.7. Conservons les hypotheses de (jl.4p . et supposons, de plus, que les limites projectives finies 
soient representables dans / ; compte tenu de ll.4f i). il revient au meme de demander que / admette 
un objet final t, que nous supposons fixe dans la suite. On pent alors definir pour E des analogues 
des projections canoniques du produit oriente (|1.3.ip . D'une part, le foncteur d'injection canonique 
tti! : El ~^ E est continu et exact a gauche (cf. I5.30p . II definit done un morphisme de topos 

(1.7.1) p-.E^E,, 

analogue de la seconde projection p2 p.S.ip . D'autre part, on se donne un objet final e de E^, qui 
existe d'apres ll.4f ii) et que nous supposons fixe dans la suite. II existe alors essentiellement une 
unique section cartesienne de tt (|1.4.ip 

(1.7.2) a+:I^E 

telle que cr+(t) = e. Pour tout i £ Ob(/), u^{i) est un objet final de Ei. On verifie facilement que 
(7+ est continu et exact a gauche (cf. I5.30p . II definit done un morphisme de topos 

(1.7.3) a:E^I, 
analogue de la premiere projection pi p.3.ip . 

1.8. Conservons les hypotheses de (|1.7p . et soient, de plus, V un objet de E, c = 7r(y), 
(1.8.1) w.E/v^I/c 

le foncteur induit par tt. Pour tout morphisme / : i ^^ c de /, la categoric fibre de w au-dessus 
de I'objet («,/) de Ii^ est canoniquement equivalente a la categoric [Ei) i f+iy)- Munissant Ii^ de 
la topologie induite par celle de /, et chaque fibre {Ei)/f+(y^ de la topologie induite par celle de 
Ei, w devient un site fibre verifiant les conditions de (|1.4p . On montre (|5.36p que la topologie 
co-evanescente de Eiy est induite par celle de E au moyen du foncteur canonique Eiy — ?> E. En 
particulier, le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site co-evanescent Eiy est canoniquement 
equivalent a Euiy\, oii e: E ^>- E est le foncteur canonique. 

1.9. Une des principales caracteristiques du topos co-evanescent de Deligne est I'existence d'un 
morphisme de cycles co-proches (cf. 14.13)1 . Celle-ci s'etend aussi au topos co-evanescent generalise 
introduit dans (|1.4p . Conservons les hypotheses de (|1.7p et considerons, de plus, un U-site X et 
un foncteur continu et exact a gauche ^+ : E ^ X. On designe par X le topos des faisceaux de 
U-ensembles sur X et par 

(1.9.1) ^-.X^E 

le morphisme de topos associe a ^+. On pose w+ = 4*+ o cr+ : / — s> X et 

(1.9.2) u^a^: X -^I. 

Pour tout i G Ob(/), le foncteur ^+ induit un foncteur 'if : Ei -^ X/^+i^iy Munissant X/„+(,;) de 
la topologie induite par celle de X, 'if est exact a gauche et continu (cf. 16. ip . II definit done un 
morphisme de topos 

(1.9.3) *,:X/„.(,) ->^,. 
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Le morphisme '^^ n'est autre que le compose /3'^ : X ^^ Ei,. De la relation '^* (3* = ^*, on deduit 
par adjonction un morphisme 

(1.9.4) p*^^^^l. 

Generalisant une propriete importante du topos co-evanescent de Deligne, on montre (|6.3p que 
si pour tout i € Ob(/). le morphisme d'adjonction id — > ^i^^* est un isomorphisme, alors les 
niorphismes d'adjonction id — ;• /3*/9* et j3* — s- ^!^'^* sont des isomorphismes. 

1.10. Conservons les hypotheses de (|1.9p . supposons de plus que les limites projectives finies 
soient representables dans X. On note zu: D ^ I \e site fibre associe au foncteur u^ : I -^ X 
defini dans (jl.6p . et on munit D de la topologie co-evanescente relative a vj. On obtient ainsi le 
site co-evanescent associe au foncteur u+ (|1.3p . dont le topos des faisceaux de U-ensembles est 

/ Xj X. D'apres la propriete universelle des produits orientes, les morphismes m: X — >■ / et id^ 
et le 2-morphisme id„ definissent un morphisme de topos, dit morphisme de cycles co-proches 

(cLKm 



(1.10.1) 



■^n-.X 



I XjX. 



D'autre part, les foncteurs $,^ pour tout i G Ob(/) definissent un /-foncteur cartesien p+ : E ^ D. 
Celui-ci est continu et exact a gauche (cf. 16. 4p . II definit done un morphisme de topos 

(1.10.2) p:IxjX^E. 
On verifie aussitot que les carres du diagramme 

(1.10.3) j^I^jt^^x-'" ~ 



X 



E- 



-^E, 




et le diagramme 
(1.10.4) 



sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres. 

On montre (|6.6p que si pour tout i G Ob(/), le morphisme d'adjonction id — >> ^i*^* est un 

isomorphisme, alors le foncteur p* : E —>■ I Xj X est pleinement fidele. On en deduit (|6.7I) que si 
de plus, les topos X et / sont coherents, alors la famille des points de E images par p des points 
de / XjX, est conservative. On notera que la donnee d'un point de / xj X est equivalente a la 
donnee d'une paire de points i de / et x de X et d'un 2-morphisme u{x) -^ i (j3.1ip . 

1.11. Conservons les hypotheses de (|1.7I) et soit R un anneau de £'; il revient au meme de se 
donner, pour tout i £ Ob(/), un anneau Ri de Ei, et pour tout morphisme /; z — > j de /, un 
homomorphisme d'anneaux Rj -^ /*(i?i), ces homomorphismes etant soumis a des relations de 
compatibilite et de recoUement p.5.11) . Nous developpons dans §|S]quelques sorites sur la categoric 
des i?-modules de E, en particulier, sur le produit tensoriel (|8.9p . le faisceau des morphismes (|8.10p 
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et les _R- modules projectifs de type fini (|8.13|) . Nous etudions aussi des invariants cohomologiques 
elementaires du topos annele {E,R). Pour ce faire, nous reprenons dans § 7 le fornialisme des 
topos totaux anneles ([4J VI 8.6) qui nous servent d'intermediaire. Supposons pour simplifier que 
la categorie / soit U-petite (cf. 18.41 pour le cas general). On dcsigne par Top{E) le topos total 
associe an site fibre tt, c'est-a-dire le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total E (cf. 
17. ip . On a alors un plongement canonique de topos (|5.14.ip 

(1.11.1) S:E^Top{E) 

tel que le foncteur S^, soit le foncteur d'inclusion canonique de E dans Top(_E). On le considere 
comme un morphisme de topos anneles (respectivement, par R et 5*(i?)), et on calcule dans l8.5l les 
foncteurs derives du foncteur 6^, . La suite spectrale de Cartan-Leray associee a S fournit alors une 
suite spectrale qui calcule les images directes superieures d'un morphisme de topos co-evanescents 
generalises anneles (|8.8|) . On notera que la suite spectrale de Cartan-Leray associee a S qui calcule 
la cohomologie d'un _R- module de E est la meme que celle associee a /3 (|8.6p . 



1.12. Le reste de Particle est consacre a I'etude d'un cas particulier du topos co-evanescent gene- 
ralise, a savoir le topos de Faltings. En preambule, on developpe dans § IHlquelques sorites sur le 
topos fini etale que nous n'avons pu trouver dans la litterature. Pour tout schema X, on designe 
par Et/x son site etale, c'est a dire la categorie des schemas etales au-dessus de X (elements de U), 
munie de la topologie etale, et par X(.t le topos des faisceaux de U-ensembles sur Et/x- On appelle 
site fini etale de X et Ton note Etf/x ^^ sous-categorie pleine de Et/x formee des revetements 
etales de X (c'est-a-dire, des schemas etales finis sur X), munie de la topologie induite par celle 
de Et/x- On appelle topos fini etale de X et Ton note Xfot le topos des faisceaux de U-ensembles 
sur Etf/x- Le foncteur d'injection canonique Etf/x ^ Et/x induit un morphisme de sites 

(1.12.1) px:X,t^Xfa. 

On montre (|9.15p que si X est un schema coherent, ayant un nombre fini de composantes connexes, 
alors le morphisme d'adjonction id — t- px*P*x 6st un isomorphisme ; en particulier, le foncteur 
p*^ : Xfet -> Xct est pleinement fidele. Son image essentielle est formee des limites inductives 
filtrantes de faisceaux localement constants et constructibles (|9.17|) ; on etablit aussi une variante 
pour les faisceaux abeliens de torsion. 

On designe par Sch la categorie des schemas elements de U, par ^ la categorie des revetements 
etales (i.e., la sous-categorie pleine de la categorie des morphismes de Sch, formee des revetements 
etales) et par 

(1.12.2) ^^Sch 

le "foncteur but", qui fait de ^ une categorie fibree clivee et normalisee au-dessus de Sch : la 
categorie fibre au-dessus de tout schema X est canoniquement equivalente a la categorie Etf/x- 
On considere ^/Sch comme un U-site fibre en munissant chaque fibre de la topologie etale. 

1.13. Soit f : Y ^ X \n\ morphisme de schemas. On appelle site fibre de Faltings associe a / le 
U-site fibre 

(1.13.1) ■K-.E-^f.t/x 

deduit de ^/Sch ()1.12.2p par changement de base par le foncteur 

(1.13.2) Et/x^Sch, U^Uy^xY- 
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On peut decrire explicitement la categoric E de la fagon suivante (cf. llO.ip . Les objets de E sont 
les morphismes dc schemas V -^ U au-dessus de f : Y ^ X tels que Ic morphisme U —> X soit 
etale et que Ic morphisme V — > Uy ~ U Xx Y soit etale fini. Soient {V' -^ U'), {V — ?> U) deux 
objets de E. Un morphisme de {V' — > U') dans {V — ?> U) est la donnee d'un X-morphisme U' ^ U 
et d'un y-morphisme V' ^ V tcls que Ic diagramme 

(1.13.3) 




soit commutatif. Le fonctcur tt est alors defini pour tout (1^ — > f7) G Ob(£'), par 7r(l/ -^ U) = U . 
Celui-ci verifie clairement les conditions dc (|1.4|) et (|1.7|) . On peut done lui appliquer les construc- 
tions developpees plus haut. On munit E de la topologie co-evanescente relative a tt. Le site 
co-evanescent ainsi defini est appele site de Fallings associe a / ; c'est un U-site. On appelle topos 
de Fallings associe a / et Ton note E le topos des faisceaux de U-ensembles sur E. En fait, Fallings 
se limite au cas suivant : soient K un corps de valuation discrete complet de caracteristique 0, 
de corps residuel parfait de caracteristique p > 0, ^k I'anneau de valuation de ivT, K une cloture 
algebrique de K^ X un ^^-schema separe de type fini, X° un ouvert de X. Fallings considere 
exclusivement le cas ou / est le morphisme canonique X!^ — ^ X . 

De nombreux resullals sur les site et topos de Fallings dans § [TU] sont des applications direcles 
de ceux etablis dans §§ [S]et IHlpour les sites et topos co-evanescenls generalises. On y trouve en 
particulier une etude de la fonctorialite par rapport a / p0.12p , el de la localisation par rapport a 
un objel carlesien de E (|10.14p . On resume dans la suite de celle introduction d'aulres proprietes 
plus specifiques. 

1.14. Conservons les hypotheses de (I1.13p . et supposons de plus X quasi-separe. On designe par 
Etcoh/x (resp. Etgcoh/jf) la- sous-calegorie pleine de Et/x formee des schemas etales de presentation 
linie sur X (resp. etales, separes et de presentation linie sur X), munie de la topologie induite par 
celle de Et/x ; ce sont des sites U-petits. Notons par * I'un des deux symboles "coh" ou "scoh". 
On rappelle que le foncleur de restriction de X(.t dans le topos des faisceaux de U-ensembles sur 
Et^^/x Gst une equivalence de categories. On designe par 

(1.14.1) vr, : £;, ^ Et,/x 

le site fibre deduit de vr par changement de base par le foncleur d'injection canonique 

(1.14.2) Et,/x^Et/x, 

et par $ : i?^, — ;• E' la projection canonique. On montre (15.191) que si Ton munit Ei, de la topologie 
co-evanescente definie par tt^ et si I'on note S* le topos des faisceaux de U-ensembles sur i?^, le 
foncleur $ induit par restriction une equivalence de categories E ^ Ei,. De plus, la topologie 
co-evanescente de E^, est induite par celle de E au moyen du foncteur $ (|5.20p . 

La sous-categorie Ecoh permet d'appliquer les resultats de coherence etablis precedemment au 
topos de Fallings. On montre (110. 5p par exemple que si X et F sont coherents, alors le topos E est 
coherent ; en particulier, il a suffisamment de points. Nous verrons plus loin I'interet d'introduire 
la sous-categorie -Escoh (|1.17p . 
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1.15. Conservons les hypotheses de (|1.13|) . et munissons Et/x de I'objet final X et E de I'objet 
final {Y -^ X). Les foncteurs ax\ et cr+ introduits dans 11.71 sont explicitement definis par 

(1.15.1) ax\:'E,ti/Y ^ E, V <~¥ {V -^ X), 

(1.15.2) cr+ :Et/x^^, U ^{Uy -^U). 

Ceux-ci sont exacts a gauche et continus. lis definissent done deux morphismes de topos 

(1.15.3) l3:E^Yf6u 

(1.15.4) a-.E^Xit. 

D' autre part, le foncteur 

(1.15.5) *+:^^Et/y, {V^U)^V 

est continu et exact a gauche (|10.7p ; il definit done un niorphisme de topos 

(1.15.6) ^-.Y&t^E. 

On a /^t = <t4'. Pour tout objet U de Et/^j on pent identifier le morphisme '^jj defini dans 
p.9.3p au morphisme canonique puy : (C/y)6t -^ (C^y)fet (|1.12.ip ; en particulier, on a /SvP = py. 
De I'isomorphisme '^*/3* — Py, on deduit par adjonction un morphisme 

(1.15.7) l3*^-^,p*Y. 

Supposons de plus X quasi-separe et Y coherent et etale-localement connexe (i.e., pour tout 
morphisme etale X' ^ X, toute composante connexe de X' est un ensemble ouvert dans X'). On 
montre (|10.9p que les morphismes d'adjonction id -> /3*/3* et /3* -^ ^*Py sont des isomorphismes. 

1.16. Conservons les hypotheses de p.l3l) . On note m: D ^ Et/x le site fibre associe au foncteur 
image inverse /+ : Et/x ^ Et/y defini dans 11.61 et Ton munit D de la topologie co-evanescente 
associee a tu. On obtient ainsi le site co-evanescent associe au foncteur /+, dont le topos des 

faisceaux de U-ensembles est X^t Xx^t Y^t- Tout objet de E est naturellement un objet de D. On 
a done un foncteur pleinement fidele et exact a gauche p+ : E ^ D, qui n'est autre que le foncteur 
portant le meme nom defini dans le cadre plus general de p.lOp . Celui-ci etant continu et exact a 
gauche, il definit un morphisme de topos 

(1.16.1) p: X6t XX,, Ya ^ E. 

On renvoie a 110.151 pour plus de details. On montre (|10.16l) que si X est quasi-separe et Y est 
coherent et etale-localement connexe, alors le foncteur 

(1.16.2) p*:E^X6tXx,,Yit 

est pleinement fidele. On en deduit (|10.17p que si X et F sont coherents et Y est etale-localement 

connexe, alors la famille des points de E images par p des points de X^t XXdt ^ct est conservative. 

On rappelle que la donnee d'un point de X^t Xx^t ^ct est equivalente a la donnee d'une paire de 
points geometriques x de X et y de F et d'une fleche de specialisation de f{y) vers x, c'est-a-dire, 
d'un X-morphisme y — > X(j-), ou X(j') designe le localise strict de X en x (cf. I10.19p . 
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1.17. Conservons les hypotheses de (|1.13p . supposons de plus X strictement local, de point ferme 
X. Pour tout X-schema etale, separe et de presentation finie U ^ on designe par U la somme disjointe 
des locahses stricts de U en les points de Ux ; c'est un sous-schema ouvert et ferme de C/, qui est 
fini sur X (cf. 110. 2ip . Considerons le site fibre 

(1-17.1) TTscoh: £^scoh -^ Etscoh/X 

defini dans (|1.14.ip . et munissons i^scoh de la topologie co-evanescente associee a TTgcoh- Pour tout 
objet iy — >■ U) de -Escohj V XjjU^ = V y-u^ ^y ^^^ ^"^ revetement etale de Y . On obtient ainsi un 
foncteur 

(1.17.2) 0+:£;,coh^Etf/y, {V ^U)^VxuU'. 

Celui-ci est continu et exact a gauche (|10.22p . II definit done un morphisme de topos 

(1.17.3) e-.Yitt-^E, 

que Ton etudie suivant I'approche introduite dans (jl.Pp (cf. ll0.25| . On a un isomorphismc canonique 
139 -> idy,,,^ , qui induit un morphisme de changement de base 

(1.17.4) p^^e*. 

On niontre (|10.25p que pour tout faisceau i^ de i? et tout point geometrique y de Y , I'application 

(1-17.5) (/3,^)p^(^)^(r^),^(^) 

induite par ce morphisme de changement de base est bij active. 

Supposons de plus que I'ensemble des composantes connexes de Y soit localement fini. On en 
deduit que le morphisme de changement de base P^ --> 9* est un isomorphisme ; en particulier, le 
foncteur /3* est exact (|10.26p . On en deduit aussi (|10.27p que pour tout faisceau F de E, I'application 
canonique 

(1-17.6) T{E,F)^T{Yia,9*F) 

est bijective, et que pour tout faisceau abelien F de _E, I'application canonique 

(1.17.7) ff(i?,i^)-^ff(rf6t,rF) 

est bijective pour tout i > 0. 

1.18. Conservons les hypotheses de (|1.13p . supposons de plus X localement noetherien et / de 
type fini. Soient x un point geometrique de X , X le localise strict de X en a;, F = Y Xx X. 
/ : y ^' X la projection canonique. On designe par E_ le site de Faltings associe a /, par E_ le topos 
des faisceaux de U-ensembles sur E_ et par 

(1.18.1) ^iUfct^I 
le morphisme de topos defini dans ()1.17.3p . Le foncteur 

(1.18.2) ^+:E^E, {V ^U)^{V Xy^^U XxX) 
etant continu et exact a gauche (cf . I10.12p , il definit un morphisme de topos 

(1.18.3) ^-.El^E. 

On montre (|10.29p que pour tout faisceau F de E', on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.18.4) a,(F)^^r(yf,„r($*F)); 
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et pour tout faisceau abelien F de E et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(1.18.5) R'a4Fh^U\Yi,„e*{^*F)). 

La preuve de ce resultat repose sur le calcul d'une limite projective de topos de Faltings (|11.3p et 
ses consequences cohomologiques (|11.6p . 

On donne dans 110.551 une variante globale de I'isomorphisme (jl.lS.Sp . 

1.19. Signalons enfin que le topos co-evanescent generalise est susceptible d'autres applications, 
dont des variantes rigide et henselienne du topos de Faltings. Nous tenons a remercier L. Illusie de 
nous avoir communique la lettre de Deligne [7], ses notes [17J et son article [16j qui ont ete la source 
principale d'inspiration de ce travail. Apres que nous lui ayons communique une premiere version 
de ce travail, O. Gabber nous a transmis une copie d'un courrier electronique qu'il avait adresse 
a L. Illusie en 2006 dans lequel il definit la topologie co-evanescente pour un site fibre au-dessus 
d'un site et esquisse des enonces qui recoupent certains de nos resultats. Nous lui sommes tres 
reconnaissants pour cet echange et les perspectives de developpements ainsi offertes. Une grande 
partie de cet article a ete ecrite lors d'un sejour du premier auteur (A. A.) a I'Universite de Tokyo 
pendant I'automne 2010 et I'hiver 2011. II souhaite remercier cette Universite pour son hospitalite. 

2. Notations et conventions 

Tous les anneaux consideres dans cet article possedent un element unite; les homomorphismes 
d'anneaux sont toujours supposes transformer V element unite en V element unite. 

2.1. Dans tout cet article, on fixe un univers U possedant un element de cardinal infini. On 
appelle categoric des U-ensembles et Ton note Ens, la categoric des ensembles qui se trouvent dans 
U. C'est un U-topos ponctuel que Ton note Pt (^ IV 2.2). Sauf mention explicite du contraire, 
il sera sous-entendu que les schemas envisages dans cet article sont elements de I'univers U. On 
designe par Sch la categoric des schemas elements de U. 

2.2. Pour une categoric '-^ , nous notons Ob('^) I'ensemble de ses objets, '-^° la categoric opposee, 
et pour X, y G Ob('^), Hom<^(X, F) (ou IIom(X, F) lorsqu'il n'y a aucune ambigui'te) rensemble 
des morphismes de X dans Y . 

Si ^ et ^' sont deux categories, nous designons par IIom('^,'^') I'ensemble des foncteurs de "^ 
dans '^' , et par Honi('^,'i") la categoric des foncteurs de "^ dans '^' . 

Soient / une categoric, "^ et '^' deux categories sur / ([12] VI 2). Nous notons IIom/('^,'^') 
I'ensemble des /-foncteurs de "^ dans '^' et IIomcart//('^7'^') I'ensemble des foncteurs cartesiens 
([12] VI 5.2). Nous designons par Hom/('^,'^') la categoric des /-foncteurs de "^ dans '^' et par 
Honicart/ii'^,'^') la sous-categorie pleine formee des foncteurs cartesiens. 

2.3. Si {S',R) est un topos annele, on note Mod(i?) ou Mod(/?, <^) la categorie des /?-modules|3 
de S", D(i?) sa categorie derivee, D^(i?), D+(/?) et D''(/?) les sous-categories pleines de D(/?) 
formees des complexes a cohomologie bornee superieurement, inferieurement et des deux cotes, 
respectivement . 

Definition 2.4 ([5J I 1.3.1). Soient X un topos, R un anneau de X. On dit qu'un i?-module M 
est projectif de type fini si les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites : 

(i) M est de type fini et le foncteur J^fomfj{M, •) est exact ; 

(ii) M est de type fini et tout epimorphisme de /^-modules N ^ M admet localement une 
section ; 



2. Pour fixer les idees, nous prendrons les modules a gauche. 
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(iii) M est localement facteur direct d'un i?-niodule libre de type fini. 

Nous notons Proj(_R) ou Proj(_R, X) la sous-categorie pleine de Mod(_R) formee des i?-modules 
projectifs de type fini. Nous preferons cette notation a la notation LocLib(_R) introduite dans (|S] 
I 2.0), adaptee plutot aux topos de Zariski, et qui pent induire a des confusions. 

2.5. Suivant les conventions de ([4j VI), nous utilisons I'adjectif coherent comme synonyme de 
quasi-compact et quasi-separe. 

3. Produits orientes de topos 

La notion de produit oriente de topos, rappelee si-dessous, est due a Deligne. EUe a ete etudiee 
par Gabber, lUusie, Laumon et Orgogozo [TB I flQ l [20] . 



3.1. Dans cette section, X , Y ei S designent des U-sites ([4 II 3.0.2) dans lesquels les limites 
projectives finies sont representables, 

(3.1.1) f+:S^X et g+:S^Y 

deux foncteurs continus et exacts a gauche. On designe par X, F et S* les topos de faisceaux de 
U-ensenibles sur X, Y et S, respectivement, par 

(3.1.2) f:X^S et g:Y~^S 

les morphismes de topos definis par /+ et g^ ([4J IV 4.9.2), respectivement, et par ex'- X -^ X^ 
Ey : F — !> y et £5 : S* ^ S* les foncteurs canoniques. Soient ex, ey et 65 des objets finaux de X, 
Y et S, respectivement, qui existent par hypothese. Comme les foncteurs canoniques sont exacts 
a gauche, ex(ex), £y(ey) et es(es) sont des objets finaux de X. Y et S, respectivement. 
On designe par C la categorie des triplets 

ou W est un objet de 5, [/ ^ I^{W) est un morphisme de X eiV -^ 9^{W) est un morphisme de 
Y ; un tel objet sera note {U ^W *~V). Soient {U ^ W ^ V) et ([/' ^W ^ V) deux objets 
de C. Un morphisme de ([/' -^ W' 4— V) dans (f/ — > VF -s— V") est la donnee de trois morphismes 
U -^ [/', V ^ V eiW ^^ W de X, Y et S, respectivement, tels que les diagrammes 

(3.1.3) U' ^f+{W') V' ^g+iW) 

U ^f+iW) V ^5+(W) 

soient commutatifs. 

II resulte aussitot de la definition et du fait que les foncteurs /+ et g+ sont exacts a gauche que 
les limites projectives finies dans C sont representables. 

On munit C de la topologie engendree par les recouvrements 

des trois types suivants : 

(a) Vi =V, Wi = W pour tout i € /, et {Ui —?' U)i^i est une famille couvrante. 

(b) Ui = U, Wi = W pour tout i G I, et {Vi -^ V)i^i est une famille couvrante. 

(c) I = {'}, U' = U et le morphisme V' —?' V Xg+(w) 9^{W) est un isomorphisme (il n'y a 
aucune condition sur le morphisme W' — >■ W). 
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On notera que chacune de ces families est stable par changement de base. On designe par C le 
topos des faisceaux de U-ensembles sur C. Si F est un prefaisceau de C, on note F° le faisceau 
associe. 

Lemme 3.2. Pour qu'un prefaisceau F sur C soit un faisceau, il faut et il suffit que les conditions 
suivantes soient remplies : 

(i) Pour tout famille couvrante (Zi — > Z)i,zj de C du type (a) ou (b), la suite 

(3.2.1) F{Z)^llF{Z,)^ Y[ F{Z,XzZ,) 

est exacte. 
(ii) Pour tout recouvrement (U — S- W ■^ V) -^ (U ^ W -(^ V) du type (c), Vapplication 

(3.2.2) F{U ^W ^V)^ F{U ^W ^V) 
est bijective. 

En eflet, quitte a elargir I'univers U, on pent supposer les categories X et y petites ([4J II 
2.7(2)). Pour tout recouvrement {U ^ W <— V) -^ {U -^ W ^- V) dn type (c), le morphisme 
diagonal 

{U -^W ^ V) -^ (U ^W xw W ^ V xv V) 
est un recouvrement du type (c) qui egalise les deux projections canoniques 

{U -> W' Xw W ^ V' XV V) ^{U ^W' ^ V'). 
La proposition resulte done de ([4J II 2.3, I 3.5 et I 2.12). 



Remarque 3.3. II resulte de 13.21 que le morphisme de faisceaux associe a un recouvrement du 
type (c) est un isomorphisme ; en particulier, la topologie de C n'est pas toujours moins fine que 
la topologie canonique. 

3.4. Les foncteurs 

(3.4.1) p+:X -^ C, U^iU^ez^ey), 

(3.4.2) pt-Y -^ C, V ^{ex ^ez ^V), 

sont exacts a gauche et continus ([4| III 1.6). lis definissent done deux morphismes de topos (0] 
IV 4.9.2) 

(3.4.3) Pi:C -^ X, 

(3.4.4) patC -^ Y. 
Par ailleurs, on a un 2-morphisme 

(3.4.5) r:<7P2^/pi, 

donne par le morphisme de foncteurs (gp2)* -^ (/Pi)* suivant : pour tout faisceau F sur C et tout 
W e Ob(5), 

(3.4.6) 9*{\>2*{F)){W) ^ f.{m.{F)){W) 
est I'application composee 

F{ex ^ez^ ff+(W^)) -^ F{f+{W) ~^W ^ g+(VK)) -> F{f+{W) ^ ez <- ey) 
ou la premiere fleche est le morphisme canonique et la seconde fleche est I'inverse de Tisomorphisme 
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Remarque 3.5. Pour tout W £ Ob(5), le morphisme t: (/pi)*(l^) -> {gP2)*{W) ([SAS]) est le 
morphisine 

(3.5.1) {pt{rw)r ^ {ptig^wyr 

compose de 

if+W -> ez ^ cyT -^ if^W ^W^ g+Wr ^ (ex ^ e^ ^ g+W^, 

ou la premiere fleche est I'inverse de I'isomorphisme canonique p.3p et la secoiide fleche est le 
morphisme canonique. 

Lemme 3.6. Pour tout objet Z = [U —> W -^ V) de C, on a un diagramme cartesien 

(3.6.1) Z- ^p*2{V) 



PliU) 



igp2nw) 



oil les fleches non libellees sont les morphismes canoniques et i est le compose du morphisme 
pl{U) -^ (/pi)*(M^) et du morphisme r: (/pi)*(W^) ^ (5P2)*(W^) (l3A5l) . 

On a un diagramme canonique commutatif a carres cartesiens de C 
(3.6.2) Z ^{f+W ^W ^V) ^p+V 



{U ^W i~ g+W) ^ if+W -^W i~ g+W) -^^ P^(5+VF) 



■Ptif+W) 



P+U 

D'autre part, u" est un isomorphisme p.3p et r: (/pi)*M^ ^ {gp2)*W est egal a w'' o (w°)^i p.5p . 
Comma le foncteur canonique C —^ C est exact a gauche, on en deduit que le diagramme p.6.ip 
est cartesien. 

Theoreme 3.7. SoientT unV-topos, a: T -^ X, b: T ^Y deux morphismes de topos, t: gb ^ fa 
un 2-morphisme. Alors il existe un triplet 

(h: T — >■ C\a: pi/i — > a, /3: p2/i ^ 6), 

unique a isomorphisme unique pres, forme d'un morphisme de topos h et de deux isomorphismes 
de morphismes de topos a et /3, tel que le diagramme 



(3.7.1) 



gP2h ^*'> fpih 



9*0 



f*a 



gb- 



fa 



soit commutatif. 

L'unicite de {h, a, (3) est claire. En effet, d'apres lXBl la "restriction" /i+ : C ^- T du foncteur h* 
a C est necessairement donnee, pour un objet Z ~ {U ^ W ^ V) de C , par 

(3.7.2) h+{Z)=a*{U)xt^g,y^w~,b*{V), 
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ou le morphisme a*{U) -^ {gb)*{W) est le compose 

a*{U) ^ ifanW) 4 (gbnW). 

Montrons que le foncteur h~^ ainsi defini est un morphisme de sites et que le m.orphism.e de topos 
associe repond a la question. Le foncteur /i+ est clairement exact a gauche et transforme les families 
couvrantes de C du type (a) ou (b) en families couvrantes de T. D'autre part, si 

{U ^ W' ^ V') ^ {U ^ W ^ V) 

est un recouvrement de C du type (c), le carre 

(3.7.3) b*V' ^b*V 



b*{g+W') 



■b*ig+W) 



est cartesien, et par suite le morphisme 

(3.7.4) h+{{U ^W ^ V')) -^ h+{{U -^W ^V)) 

est un isomorphisme. Done le foncteur h^ est continu en vertu de l3.2l On en deduit que h^ est un 
morphisme de sites ([5] IV 4.9.4) ; il definit done un morphisme de topos h: T -^ C . 

On a des isomorphismes canoniques a: a* ^ ^*Pi et /3 : b* ^ h*p^ dont les "restrictions" a X et 
y, respectivement, sont les isomorphismes tautologiques. Pour verifier que le diagramme ()3.7.ip est 
commutatif, il suffit de montrer que sa "restriction" a S Test. Pour tout W G Ob(S'), considerons 
le diagramme 



(3.7.5) 



h+{{f+W -^W <r- g+W)) ^-^ {fa)*{W) 



aif'W) 



h+{{f+W -^W <r- g+W)) — ^ h*{{fvi)*W) 



h'(r) 



{gbY{W) 

0{g'-W) 

h*{{gV2yW) 



oil u est la projection deduite de la formule p.7.2|) et v est le morphisme canonique. Par definition, 
on a w = a(/*VF) o u. D'autre part, u' = t o m est la projection deduite de la formule p.7.2|) . et 
v' = h*{T) o V est le morphisme canonique. Par definition, on a w' = /3(g*W) o u' . Comme u et v 
sont des isomorphismes, on en deduit que le carre de droite dans p.7.5p est commutatif. Done le 
diagramme (|3.7.ip est commutatif. 



3.8. Soieiit X' , Y' , S' trois U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont representables, 
/'+ : S" -T- X', g'+ : S' ^ Y' deux foncteurs continus et exacts a gauche. On note X', Y' et S' les 
topos de faisceaux de U-ensembles sur X', Y' et S", respectivement, et 



(3.8.1) 



f: X' ^ S' et g':Y' ^ S' 



les morphismes de topos definis par /'+ et g'+. On designe par C" le site associe aux foncteurs 
{f'+,g'+) defini dans p.ip . par C" le topos des faisceaux de U-ensembles sur C", par p[ : C ^- X' 
et P2 : C" ^- Y' les projections canoniques et par r' : g'pj — > /'p'j^ le 2-niorphisme canonique (13. 4p . 
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Considerons un diagramme de morphismes de topos 
(3.8.2) 



~ /' ^ 9' ^ 
X' ^ S' ^ Y' 





w 




I f I 


9 



X 



Y 



et deux 2-niorphisnies 
(3.8.3) 



a: wf' -^ fu et b: gv ^^ wg' . 



D'apres [3.7|, les morphismes de topos up[ : C —)' X et i;p2 : C" — !• 1^ et le 2-morphisme compose t 



(3.8.4) 



/ ''*P2 , / h*r' „, , "*Pi „ , 

gvp2 ^ wg P2 ^ wf pi ^ /upi , 



definissent un morphisme de topos 

(3.8.5) h:C'-^C 

et des 2-isomorphismes a: pih -^ up[ et /3: P2/1 -^ wp2 rendant commutatif le diagramme 

(3.8.6) 



9P2h ""* > fpih 



g*l3 



f*a 



gvp2 



^ /"Pi 

Corollaire 3.9. Sous les hypotheses de (|3.8p . si u, v et w sont des equivalences de topos et si a 
et b sont des 2-isoniorphisnies, alors h est une equivalence de topos. 

Cela resulte de 13.71 

II resulte de 13.91 que le topos C ne depend que du couple de morphismes de topos {f,g), a 
equivalence canonique pres. Ceci justifie la terminologie et la notation suivantes : 

Definition 3.10. Le topos C est appele produit oriente de X et F au-dessus de S, et note X x^ Y. 
Sous les hypotheses de p.8p . on note le morphisme h (|3.8.5p par 

(3.10.1) ux^v:X'Xg,Y'^XXgY. 

Corollaire 3.11. La donnee d'un point de X x^ Y est equivalente a la donnee d'une paire de 
points x: Pt -^ X et y: Pt -^ Y et d'un 2-morphisme u: gy ^ fx. 

Cela resulte de 13.71 

Definition 3.12 ([TB] 4.1). Le topos X x^ S est appele topos evanescent de f, et le topos S x^Y 
est appele topos co-evanescent de g. 

Nous donnerons dans (|4.10l) une description plus simple de S XgY due a Deligne ([TB] 4.6). 
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3.13. Considerons X, y et S comme des U-sites munis des topologies canoniques ; les U-topos 
associes s'identifient alors a. X, Y et S, respectivement (P] IV 1.2). Par ailleurs, les foncteurs 
f*:S^Xetg*:S^Y sont clairement continus et exacts a gauche. On pent done considerer 
le site C^ associe a {f*,g*) defini dans (|3.1I) . Notons provisoirement C^ le topos des laisceaux de 
U-ensembles sur C^ , n^ : X ~¥ C^ et tt^ : Y ^ C'^ les foncteurs definis dans ([3XT|) et (|3.4.2p . 

(3.13.1) TTiiCt ^ X, 

(3.13.2) TTaiCt ^ Y, 

les morphismes de topos associes, et ly: gTi2 -^ /tti le 2-morphisme defini dans (|3.4.5p . 
Les foncteurs canoniques ex, £y et £5 induisent un foncteur exact a gauche 

(3.13.3) 'p+:C^C'^. 

Celui-ci transforme les recouvrements de C du type (a) (resp. (b), resp. (c)) en des recouvrements 
de C"^ du meine type. II resulte alors de l3.2l que pour tout faisceau F sur C\ Fo(f^ est un faisceau 
sur C. Par suite, ip~^ est continu. II definit done un morphisme de topos 

(3.13.4) ip:C''-^C. 
On a des isomorphismes canoniques 

(y9+ O pj^ — > TT]^ O £x et ip'^ O p^ -^ 712 O ey ■ 

On en deduit des isomorphismes 

(3.13.5) TTi ^ pi(^ et 7r2 ^ P2'y3. 

De plus, il resulte aussitot de la definition p.4.5p que t * ip s'identifie a v. Par suite, Lp est une 
equivalence de topos en vertu de 13.71 En fait, p est le morphisme de topos p.8.5|) defini dans p.8|) 
en prenant pour u, v et w les morphismes identite Ae X^Y et S, respectivement. Nous identifions 

dans la suite C'^ au topos X x^ y au moyen de I'equivalence (p, le morphisme tti (resp. 1^2) a pi 
(resp. P2) et le 2-morphisme v k t. 

3.14. Soit {F ^ H ^ G) un objet de C^ (|XT^ . Rappelons ([4J IV 5.1) que la categoric Xjp est 
un U-topos, dit topos induit sur F par X, et qu'on a un morphisme canonique jp '■ X ip — !> X, dit 
morphisme de localisation de X en F. De meme, on a des morphismes de localisation jc ■ Y/q ~> Y 
et jh '■ S/H — )■ S. Notons /' le morphisme compose 

(3.14.1) X/p ^Xff,^H)^^^^S/H 

ou la premiere fleche est le morphisme de localisation de X/f.^ff-^ en F — ^ f*(H) ([4] IV 5.5), et 
la seconde fleche est le morphisme deduit de / ([4] IV 5.10). On definit de meme le morphisme 
g' : YjQ -^ S/H- Les carres du diagramme 

(3.14.2) x,p^^S,H^^Y,G 



3F 



f 



3H 



a 



]G 



X ^ S^ Y 
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soiit coinmutatifs a isoniorphismes canoniques pres. On designe par Xip X5 ^IG 1^ produit 

oriente de Xjp et Yjg au-dessus de S"/// . Le diagramine p.l4.2p induit alors uii morphisme cano- 
nique (|3.10.ip 



(3.14.3) 



JF Xj„ JG ■■ X/F Xg Y/G^X XgY. 



On designe par F xh G \e faisceau de X x^ Y associe a (F — > iJ <— G) (cf. I3.13p . D'apres [3^ 
on a un isomorphisme canonique 



(3.14.4) 



F XhG^ pJ(F) X(gp,).(ff) p;(G), 



on le morphisme pl{F) — > (gp2)*(i?) est le compose du morphisme pl{F) -^ {fpi)*{H) et du 
morphisme r: {fpi)*{H) -^ (.gp2)*(i?) ((3X5l) . On note 



(3.14.5) 



7 ^ : (X x^y),, ^ , -^x x^y 

•'FXhG ^ S '/(FXhG) S 



le morphisme de localisation de X x^YeuFxHC 

Par des constructions analogues a (|3.14.ip . les morphismes pi et p2 induisent des morphismes 



(3.14.6) 
(3.14.7) 



qi:{XXgY) 



/{FxhG) 



X 



/F, 



q2:{XXgY) 



/(FXhG) 



Y, 



/G, 



qui s'inserent dans un diagramme a carres coinmutatifs a isomorphismes canoniques pres 

91 /^ ^ ^\ 92 



(3.14.: 



X 



IF' 



(XXgY) 



JF 



/iFx„G) 



Y, 



] ^ 



X 



pi 



■XXgY- 



P2 



/G 

3G 

Y 



Le 2-morphisme r : gp2 -^ /pi (|3.4.5p et le diagramme commutatif 
(3.14.9) fxhG -P2G 



^^l{f*H)^^pl{g*H) 



VIF- 
induisent, pour tout L G Ob(5//f), un morphisme fonctoriel 

(3.14.10) pliPL) Xpj(^.H) {F XH G) ^ pl{g*L) Xp.(<,.^) (F x^ G). 
Comme p^ et P2 sont exacts a gauche, on obtient un 2-morphisme 

(3.14.11) T':g'q2^f'qi 

tel que Jh^t'^t^j +- . D'apres l3.7[ qi, 52 et t' definissent un morphisme 

Fx hG 



(3.14.12) 



m: (X x^Y) ^, *- -^X/fX^ Y/g- 
^ s '/(Fx„G) ' s,H I'-' 
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Proposition 3.15. Le morphisme m est une equivalence de topos, et on a un isomorphisme 
canonique 

(3-15.1) iJF y-OH Ja) om^ j^ 

On notera d'abord que 1' isomorphisme p.lS.ip resulte de 13.71 compte tenu de p.l4.8|) et de la 
relation jh * t' = t * j ^ . Notons 

Fx hG 
(3.15.2) i{F^H^G) ■ '^/(F^H^G) ^ "^ 

le foncteur canonique, 3^ la topologie de C^ (|3.13p et J?i la topologie de C /ip^jj^Q-. induite par 
^ via j(F^H^G)- Ui^c famille {Li — > L)i^i de morphismes de C /,p^^^Q-. est couvrante pour 
3^1 si et seulement si son image par j(F~^H-t-G) est couvrante dans C^ pour 3^ (j4j III 5.2(1)). En 
vertu de ([1| III 5.4), {X Xg Y) ^ est canoniquement equivalent au topos des faisceaux de 
U-ensembles sur le site (C!/^^^^p>, =5^). 

Pour definir un site sous-jacent au topos Xip Xg ^IGi nous considerons Xip. Yiq et S/h 
comme des U-sites munis des topologies canoniques (cf. I3.13p . Pour tons F' G Oh{X/p) et H' E 
Ob(5/jy), se donner un morphisme F' — > f'*{H') de X/p revient a se donner un morphisme 
pi _j_ f*[H') de X au-dessus de F — > f*{H). Par suite, le site associe au couple de foncteurs 
/'* : S/H — !> X^p et g'* : S^h -^ Y/q defini dans p.ll) . s'identifie canoniquement a la categoric 
^/(■-F-i-ff^-G) ' ii^uiiie d'une topologie 5^, qui est a priori moins fine que la topologie J^i. Le foncteur 
identique de C i,p „ q-, definit alors un morphisme de sites 

(3-15.3) id: (C/%^^^^),=^i) ^ {C)^p^H^ay.%). 

Montrons que m est le morphisme de topos associe a p.l5.3p . 

II resulte de la preuve de 13.71 en particulier de p.7.2p , que la restriction 

(3.15.4) m+:C],p_^„^^,^{Xx^Y)^,^ ^ 

du foncteur m* est donnee, pour tout objet {F' -^ H' -h- G') de C i,p^^^Q^, par 

(3.15.5) ™+((F' -^H'^ G')) = qliF') X(,,,,).(^,) q;{G'), 

ou le morphisme ql{F') -^ {g'q2)*{H') est le compose du morphisme ql{F') -^ {f'qi)*{H') et du 
morphisme r' : {f'q[)*{H') — > {g'q2)*{H') (|3.14.1ip . On a des isomorphismes canoniques 

(3.15.6) ql{F') ^ pt(F')Xp*(F)(^XffG), 

(3.15.7) ql{G') c, p;(G') Xp.(G) (F XH G), 

(3.15.8) {g'q2nH') ^ (gp2)*(i/')x(9P.)-(i/)(^XHG). 

De plus, compte tenu de p.l4.9p . le morphisme ql{F') -^ {g'q2)*{H') provient du morphisme 
compose 

VI{F') -, UviTiH') 4 (5P2)*(i?')- 
On en deduit un isomorphisme ([4J I 2.5.0) 

(3.15.9) ™+((F' -^H'^ G')) ^ pt(F') X(,p,).(^,) p*(G'). 
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(3.15.10) 



^IF Xs,, Y/G 






(X XsY) ^ 

^ S '/(F-XhG) 



■ ^/{F^H^G) 



ou les Heches verticales sont les foncteurs canoniques, est commutatif. Done m est le morphisnie 
de topos associe a (|3.15.3p . 

Pour montrer que m est une equivalence de topos, il suffit de montrer que J^ = 5^, ou que =5^ 
est moins fine que 5^, ou encore que le foncteur canonique 

(3.15.11) JiF^H^G) ■■ (CJ^p^H^ar^^) ^ (^^' ^^ 

est cocontinu ([4] III 2.1). Le foncteur J[f^h^g) est un adjoint a gauche du foncteur 

L ^ Lx {F ^ H ^G). 

On rappelle que les limites projectives finies sont representables dans C^ . On niontre comme plus 
haut que le diagramme 



(3.15.12) 



J 



{F^H^G) ■ 



(3.15.13) 



Xx^Y- 



ct 



UfXjjjJg)' 



■'(F^H^G) 



X 



IF X^ YlG 



^ l(F^H^G) 



-G) 



est 



ou les fieches verticales sont les foncteurs canoniques, est commutatif. Par suite, j^p^i^^ 
continu en vertu de ([4J III 1.6), et done Jif^h^g) est cocontinu d'apres (|4] III 2.5). 

4. Topos co-evanescents 

4.1. Dans cette section, X et Y designent deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies 
sont representables, et /+ : X — > F un foncteur continu et exact a gauche. On designe par X et Y 
les topos de U-ensembles associes a X etY, respectivement, par /: Y ^i- X \e morphisnie de topos 
associe a /+ et par ex'- X ^>- X et ey ■ Y ^ Y les foncteurs canoniques. Soient ex et ey des objets 
finaux de X et Y, respectivement, qui existent par hypothese. Comme les foncteurs canoniques 
sont exacts a gauche, ex{ex) et ey{ey) sont des objets finaux de X et Y, respectivement. 

On designe par D la categorie des paires {U, V -^ /+([/)), oii U est un objet de X et y — > f^{U) 
est un morphisnie de F ; un tel objet sera note {V ^t U). Soient {V ^ U), {V — ?► U') deux objets 
de D. Un morphisme de {V — >■ U') dans {V — > U) est la donnee de deux morphismes V' —?' V de 
Y et U' —^ U de X , tels que le diagramme 



¥'■ 



■f+iu') 



V- 



■nu) 
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soit commutatif. II results aussitot de la definition et du fait que le foncteur /+ est exact a gauche, 
que les limites projectives finies dans D sont representables. 

On appelle topologie co-evanescente de D la topologie engendree par les recouvrements 

des deux types suivants : 

(a) Ui = U pour tout i € I, et {Vi — >■ V)i^j est une famille couvrante. 

(/3) {Ui — ^ U)ifzi est une famille couvrante, et pour tout i S /, le morphisme canonique Vi — >■ 
V 'Xf+(u) f^{Ui) est un isomorphisme. 
On notera que chacune de ces families est stable par changement de base. Le site ainsi defini est 
appele site co-evanescent associe an foncteur /"*" ; c'est un U-site. On designe par D (resp. D) la 
categoric des prefaisceaux (resp. le topos des faisceaux) de U-ensembles sur D. On dit que D est le 
topos CO- evanescent associe au foncteur /"*". Nous montrcrons dans (|4.10p que cette terminologie 
n'induit aucune confusion avec celle introduite dans (I3.12p . Si F est un prefaisceau sur D, on note 
F° le faisceau associe. 

Remarque 4.2. La topologie de D est engendree par les recouvrements 

verifiant les conditions suivantes : 

(i) La famille {Ui -^ U)i est couvrante. 

(ii) Pour tout i, la famille {Vij -^ V Xj+iu) f^{Ui))j est couvrante. 
On prendra garde que la famille de ces recouvrements n'est pas en general stable par composition, 
et done ne forme pas une pretopologie. 

4.3. On designe par Y la categoric des prefaisceaux de U-ensembles sur Y, et par ^ la categoric 
scindee des prefaisceaux de U-ensembles sur Y ([11] I 2.6.1), c'est-a-dire, la categoric fibree sur Y 
obtenue en associant a tout V £ Ob(y) la categorie {Y/y)^ — Y/v, et a tout morphisme h: V' ^ V 
de Y le foncteur h* : Yjy -^ Y/yi defini par composition avec le foncteur Y/^: Y/yi -^ Yjy. On 
notera que h* est aussi le changement de base dans Y par h. Comme les produits fibres sont 
representables dans Y , h* admet un adjoint a droite, a savoir le foncteur "restriction de Weil" 
/i* : Y/y: -^ Y/y, defini, pour tons F G Oh{Y/y,) et W £ Ob(F/v'), par 

(4.3.1) K{F){W)^ F{W xyV'). 

On designe par ^^ la categorie fibree clivee et normalisee au-dessus de Y° , obtenue en associant a 
tout V G Oh{Y) la categorie Y/y, et a tout morphisme h: V' —>■ V de Y \e foncteur ft,* ([Ij 1.1.2), 
et par 

(4.3.2) ^ ^ X 

(4.3.3) ^'-^ -^ X° 

les categories flbrees deduitcs de i? et £2'^ , respectivement, par changement de base par le foncteur 
f^:X^Y. D'apres ([12J VI 12 ; cf. aussi [Ij 1.1.2), on a une equivalence de categories 

(4.3.4) D ^ Homxo(X°,^^) 

F ^ {U^Fu}, 

definie, pour tout {V ^i' U) E Ob(D), par la relation 

(4.3.5) Fu{V) = F{V -^ U). 

On identifiera dans la suite i^ a la section {C/ M- Fu} qui lui est associe par cette equivalence. 



TOPOS CO-EVANESCENTS ET GENERALISATIONS 21 

Proposition 4.4. Pour qu'un prefaisceau F — {U H- Fjj} sur D soit un faisceau, il faut et il 
suffit que les conditions suivantes soient remplies : 

(i) Pour tout U G Ob(X), Fjj est un faisceau sur Yif+iuy 

(ii) Pour toute famille couvrante {Ui -^ U)i^i de X, si pour {i,j) G /^, on pose Uij ^ UiXu Uj 
et on note hi: f^{Ui) — >■ f^(U) et hij : f^{Uij) — > f^{U) les morphismes structuraux, alors 
la suite de morphismes de faisceaux sur Y/f+(u) 

(4.4.1) Fu^Y[h„iFuJ^ Yl h,j,{Fu^.) 

est exacte. 

En efFet, quitte a elargir Tunivers U, on pent supposer la categorie X petite ([4J II 2.7(2)). La 
proposition resulte alors de (g] II 2.3, I 3.5, I 2.12 et II 4.1(3)). 

Remarque 4.5. La condition 14. 4r ii) revient a dire que, pour tout (V" — s> C/) G Oh{D), si Ton pose 

Vi = V X/+(;7) f^{Ui) et Vij — V X/+(t/) f^{Uij), la suite d'applications d'ensembles 

(4.5.1) Fu{V)^l[Fu^{V,)^ n Pu^A^^j) 

est exacte. 

Remarques 4.6. (i) Pour tout objet {V -^ U) de I?, le diagramme 

(4.6.1) {V^Uy ^{V^exT 



[f+{U) ^ UT (/+([/) ^ exT 

est cartesien dans D. En efFet, le foncteur canonique D ^ D est exact a gauche. 

(ii) Soient W un objet de X, F = {[/ H> Fu} le prefaisceau sur D defini par {f^{W) -^ W). 
Pour tout U G Ob(X), Fu est le prefaisceau constant de valeur Homx(t/, W) sur Y/f+^uy En 
particulier, la topologie de D n'est pas en general moins fine que la topologie canonique. 

(iii) Soient V un objet de y, F = {U M> Fjj} le prefaisceau sur D defini par {V — ?> ex)- Pour 
tout U G Ob(X), Fjj est le prefaisceau V x f'^{U) sur Y/f+i^uy Si les topologies de X et F 
sont moins fines que les topologies canoniques, F est un faisceau sur D en vertu de 14.41 

4.7. Notons C le site associe au couple de foncteurs (idx, Z"^) defini dans (13. ip . et considerons les 
foncteurs 

(4.7.1) L+:D ^ C, {V ^U)^{U ^U ^V), 

(4.7.2) ]+:C -^ D, {U ^W ^ V) ^ {V x ^^^^^ J+{U) ^ U). 

II est clair que t+ est un adjoint a gauche de j+, que le morphisme d'adjonction id — s> j+ o i+ est 
un isomorphisme (i.e., l^ est pleinement fidele), et que i^ et j+ sont exacts a gauche. 

Proposition 4.8. (i) Les foncteurs l^ et j^ sont continus. 

(ii) La topologie de D est induite par celle de C au moyen du foncteur t"*" . 
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(i) Le foncteur i+ transforme les families couvrantes de D du type (a) en families couvrantes 
de C du type (b), et les families couvrantes de D du type (/3) en families couvrantes de C : 



(4.8.1) 




I-)' 



U,, 



u. 



" 

u- 



^u,^ 



u^ 



V,, 



V 



u^ 



V 



Soient G un prefaisceau sur C, F ^ {U ^^ Fjj} = G o i+ 

(4.8.2) FuiV)^G{U ^U ■ 



Pour tout {V ^U) e Ob(D), on a 



Par suite, si G est un faisceau sur C, F est un faisceau sur D en vertu de 13.21 l4^ et (|4.8.ip ; done 
i"*" est continu. 

Le foncteur j^ transforme les recouvrements de C de type (a) (resp. (6)) en recouvrements de 
D de type (/3) (resp. (a)), et les recouvrements de G de type (c) en isomorphismes. Par suite, pour 
tout faisceau F sur D, F o j+ est un faisceau sur G en vertu de 13.21 : done j+ est continu. 

(ii) On salt que la topologie de D est induite par la topologie canonique de D (|4] III 3.5), 
autrement dit, la topologie de D est la plus fine telle que tout F £ Oh{D) soit un faisceau. D'apres 
(i), on pent considerer les foncteurs 



(4.8.3) 
(4.8.4) 



Js 



G 


-^ 


D, 


G^Goi 


D 


— > 


c, 


F ^ Foj 



L'isomorphisme d'adjonction id ^- j"*" o (,+ induit un isomorphisme is ° Js -^ id. Le foncteur Ls 
est done essentiellement surjectif. Par suite, la topologie de D est la plus fine telle que, pour tout 
G G Ob(C), Ls{G) soit un faisceau sur D ; d'ou la proposition. 



4.9. Les foncteurs i+ et j+ ctant continus et exacts a gauche 
de topos ([4J IV 4.9.2) 



ils definissent des morphismes 



(4.9.1) l:G -^ D, 

(4.9.2) j: D -^ C. 

Les morphismes d'adjonction id — )■ j"*" o /,+ et t"*" o j^ — > 
et id ^ J* o i^ qui font de t* un adjoint a droite de j,, . 



id induisent des morphismes i* o j^ 



id 



Proposition 4.10. Les morphismes d'adjonction t* o j^ — ;■ id et id — > j* o t^ sont des isomor- 
phismes. En particulier, l (|4.9.ip et j (|4.9.2p sont des equivalences de topos quasi-inverses I'une de 
V autre. 

En effet, comme le morphisme d'adjonction id ^' j"*" o i+ est un isomorphisme, L■^, o j^ — >• id est 
un isomorphisme. D'autre part, le morphisme d'adjonction i^ o j+ — > id est defini, pour tout objet 
([/ ^- W ^ T^) de C, par le morphisme canonique 

(4.10.1) [U ^U ^V yif+{w) f^{U)) -^{U ^W ^V), 

qui est un recouvrement de type (c). Comme le morphisme de faisceaux associe a (j4.10.ip est un 
isomorphisme dans G (|3.3p , id — ;• j* o i^ est un isomorphisme. 
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4.11. Les foncteurs 




(4.11.1) 


p+ : X -^ D 


(4.11.2) 


p+:Y ^ D 



U^{f+{U)^U), 

sont exacts a gauche et continus ([4| III 1.6). lis definissent done deux morphismes de topos (2j 
IV 4.9.2) 

(4.11.3) Pi:D -^ X, 

(4.11.4) p2- D -^ Y. 

Pour tout U e Ob(X), le morphisme {U ~¥ U ^- f^{U)Y -^ {U ^- ex <— ey)° est un isomor- 
phisme de C (j3.3p . Les morphismes pi o t et p2 o i s'identifient done aux morphismes pi : C ^ X 
et p2 : C — 7> F definis dans p.4p . d'oii la terminologie. Le 2-morphisme p.4.5p 

(4.11.5) r:/p2-^pi 

est alors defini par le morphisme de foncteurs (/P2)* — ?■ Pi* suivant : pour tout faisceau F sur D 
et tout U e Ob(X), 

(4.11.6) f*{P2*{F))iU) ^ pUF){U) 
est I'application canonique 

F{f+{U)^ex)^F{f+{U)^U). 
Le 2-morphisme r induit un morphisme de changement de base 

(4.11.7) /* ^ Pi,p^ 
compose de 

r*p2 
/* ^ /*P2*P2 ^ Pl*P2 , 

ou le premier morphisme est deduit du morphisme d'adjonction. Pour tout anneau A. le morphisme 
()4. 11.71 induit un morphisme de foncteurs de D+(y, A) dans D+(X, A) 

(4.11.8) R/, ^ Rpi*p^. 

Proposition 4.12. (i) Pour tout faisceau F sur X , p\{F) est le faisceau associe au prefaisceau 

{U H- F{U)} sur D (|4.3.4p . oil pour tout U G Ob(A'), F(U) est le prefaisceau constant sur 

Y/f+{U) de valeur F(U). 
(ii) Pour tout faisceau F sur Y , J>2{F) est le faisceau {U 1-^ F x f*{U)}. 
(iii) Pour tout faisceau F sur X , le morphisme r: Pi(-F) — >■ ifp2)*iF) (|4.11.5p est induit par 

le morphisme de prefaisceaux sur D defini, pour tout U G Ob(A'), par le morphisme de 

prefaisceaux sur f^(U) 

(4.12.1) F{U) ^ f*{FxU) 
donne, pour tout {V -^ U) Cz Oh{D), par le compose 

(4.12.2) F{U) ^ {f*F){f+U) ^ {f*F){V). 
(iv) Le morphisme d'adjonction id — > P2*P2 est un isomorphisme. 
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En effet, quitte a elargir U, on pent supposer que les categories X etY sont U-petites ([4] II 3.6 
et III 1.5). 

(i) D'apres ([J I 5.1 et III 1.3), le faisceau pl{F) est le faisceau sur D associe au prefaisceau G 
defini pour {V ^ U) e Oh{D) par 

(4.12.3) G{V -^U)= lim F{P), 

ou I[v^u) Gst la categorie des couples (P, u) formes d'un objet P de X et d'un morphisme u: {V —^ 
U) -^ {f~^{P) —^ P) de D. Cette categorie admet comme objet initial le couple forme de U et du 
morphisme canonique (F ^> [/) — > {f+{U) -^ U). On a, done G{V -^ U) = F{U). 

(ii) Le faisceau P2(P) est le faisceau sur D associe au prefaisceau H defini pour {V ^ U) & 
Oh{D) par 

(4.12.4) H{V^U)^ lim P(Q), 

oil J{v^u) est la categorie des couples (Q, v) formes d'un objet Q de F et d'un morphisme v. {V ^ 
U) ^ {Q -^ ex) de D. Cette categorie admet comme objet initial le couple forme de V et 
du morphisme canonique (F — > t/) — )► (T^ — >■ ex)- On a done H{V — > C/) = F{V). Par suite, 
H = {U h^ F X /*([/)}, qui est en fait un faisceau sur D en vertu de 14.41 

(iii) Notons G le prefaisceau sur D associe a F defini dans (|4.12.3p et H le faisceau sur D associe 
a f*{F) defini dans (|4.12.4p . Pour tout objet {V -^ U) de D, on a un foncteur 

(4.12.5) I(v^u) ^ J{v^u), 
defini par {P,u) i— )■ (/+(P),u), oil v est le morphisme compose 

(V^U)^ (/+(P) ^ P) ^ (/+(P) -> ex). 
Alors I'application coniposee 

hm F{P)^ hm {rF){f+P)^ hm {rF){Q), 

oil la premiere fieche est I'application canonique et la seconde fleche est induite par le foncteur 
(|4.12.5p . est egale a I'application 

(4.12.6) G{V -^U)^ H{V -^ U) 

definie dans (|4.12.2p . Par suite, le morphisme de faisceaux Pi(P) — > (/p2)*(P) associe a (|4.12.6p 
est I'adjoint du morphisme (|4.11.6p . d'oii la proposition. 

(iv) En effet, pour tout faisceau F sur Y et tout V e Ob(F), le morphisme d'adjonction 
F{V) — > (P2-F)(^ -^ ex) s'identifie au morphisme identique de F{V) en vertu de (ii). 

4.13. Le foncteur 

(4.13.1) ^+:D^Y, {V^U)^V 
est clairement exact a gauche. Pour tout faisceau F sur y, on a 

(4.13.2) Fo^+ = {U^ F\f+{U)}, 

oil pour tout morphisme g: U' -^ U de X, si Ton pose h — f^{g), le morphisme de transition 

(4.13.3) F\f+{U)^K{F\f+{U')) 
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est I'adjoint de risomorphisme canonique h*{F\f+{U)) ^ F\f+{U'). II resulte de 14.41 que F o ^+ 
est un faisceau sur D. Par suite, ^^ est continu. II definit done un morphisme de topos 



(4.13.4) 



*: r ^D 



tel que pi\l/ = /, p2^ = id^ et r * ^ = id/, ou t est le 2-niorphisnie (|4.11.5[) . Par suite, j^ est le 
morphisme defini par les morphismes / : Y ~^ X et idy et le 2-morphisme id/ , compte tenu de la 
propriete universelle des produits orientes p.7p : 

(4.13.5) 




Le morphisme ^ (ou j^) est appele morphisme de cycles co-proches. De la relation p2*^* ~ idy, 
on obtient par adjonction un morphisme 



(4.13. 



P2 ^** 



Proposition 4.14. Le morphisme P2 — >■ ^* (|4.13.6p est un isomorphisme, en particulier, le fonc- 
teur ^! ^ est exact. 

En effet, pour tout faisceau F sur Y et tout (V — > [/) G Ob(_D), on a un diagramme commutatif 
(4.14.1) p^(F)(y^ex) ^*4F)(V^^ex) 



p5(F)(y ^ [/) 



**(F)(y^[/) 



ou les fleches horizontals sont les applications (|4.13.6p et les Heches verticales sont les applica- 
tions canoniques. Ces derniers sont des isomorphismes en vertu de l4.12f iiV D'autre part, la Heche 
horizontale superieure est induite par le morphisme 



(4.14.2) 



P2*P2 -^ P2*** 



deduit de (|4.13.6p . Le compose de (|4.14.2p avec le morphisme d'adjonction id -^ P2*P2 est I'iso- 
morphisme canonique id ^ P2*^*- H resulte alors de l4.12r ivl que (|4.14.2p est un isomorphisme. 
Par suite, la fleche horizontale inferieure de (|4.14.1I) est un isomorphisme, d'ou la proposition. 



Proposition 4.15. (i) Pour tout faisceau d'ensemhles F surY, le morphisme (j4.11.7p 

(4.15.1) /*(i^)^Pi*P2(^) 

est un isomorphisme. 
(ii) Soit A un anneau. Pour tout complexe F de T)^{Y,h), le morphisme (|4.11.8p 



(4.15.2) 

est un isomorphisme. 



R/,(F)^Rpi,p*(F) 



26 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



(i) Coiisiderons le diagramme conimutatif 

*- ./*P2*P2 



(4.15.3) 



/* 




/»P2*** 



^Pl*P2 



■Pl*** 



oil a est induit par le morphisme d'adjonction et 6 et c sont induits par (|4.13.6p . Comme d — ho a 
est risomorphisme deduit de la relation p2^ = idj^, (t * $*) o d s'identifie a risomorphisme deduit 
de la relation pi^ = / (|4.13p . D 'autre part, c est un isomorphisme en vertu de 14.141 d'oii la 
proposition. 

(ii) Soit r: R/*Rp2* — > Rpi* le morphisme induit par t (|4.11.5p . Comme ^* est exact en vertu 
de 14.141 le diagramme (|4.15.3p induit un diagramme commutatif 



(4.15.4) 



R/* 



T*P2 

-^ R/*Rp2*P2 ^ Rpi*P2 




R/*RP2**. 



T**, 



^ Rpi*^* 



D'autre part, ^I^* etant exact, 5 est I'isomorphisme deduit de la relation p2^ = idy, et par suite 
(t * ^*) o (5 s'identifie a I'isomorphisme deduit de la relation pi^I/ = / (|4.13p . Comme 7 est un 
isomorphisme en vertu de 14.141 la proposition s'ensuit. 



Remarque 4.16. La proposition 14.151 et sa preuve sont dues a Gabber ([16] 4.9). C'est un cas 
particulier d'un theoreme de changement de base pour les topos orientes ([16] 2.4), qui requiert 
par contre des hypotheses de coherence plus restrictives. 

4.17. Soit [B — > A) un objet de D. On note ja'- X/a ^ X et js- Yjb -^ Y les foncteurs 
canoniques, et on munit X/a et Y/g des topologies induites par celles de X et y via les foncteurs 
JA et JBi respectivement. Notons (X/^)~ le topos des faisceaux de U-ensembles sur X/a- D'apres 
([4] III 5.2), le foncteur ja est continu et cocontinu. II induit done une suite de trois foncteurs 
adjoints : 



(4.17.1) 



jAi : (X^Ar -^X, fA-.X-^ (X/Ar, 3 A* : (^/a)^ ^ X 



dans le sens que pour deux foncteurs consecutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite de 
r autre. Le foncteur ja\ se factorise a travers une equivalence de categories (X/^)~ -^ Xiai^, ou 
A" = ex{A) (15 IV 5.4), et le couple {jatJa*) definit un morphisme de topos j^a : X/A'^ -^ X, dit 
morphisme de localisation de X en A"' ; et de meme pour jb- 

Les limites projectives finies sont representables dans X/a et Y/g. D'autre part, le foncteur 

f'+:X,A^Y,B. U^f+{U)xf+^A)B 



(4.17.2) 

est exact a gauche et continu en vertu de (pi III 1.6 et 5.2(1)). Le morphisme de topos 



(4.17.3) 



r--Y. 



/B- 



X 



associe a /'+ s'identifie au morphisme compose 



Y, 



IB- 



^Y, 



/A- 



f/A<^ 



/f'(A) 



X 



/A- 
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ou la premiere fleche est le morphisme de localisation de Y/f{A) en S" — > f*{A) ([4] IV 5.5), et la 
seconde fleche est le morphisme deduit de / ([4] IV 5.10). 

On designe par D' (resp. D') le site (resp. topos) co-evanescent associe au foncteur /'+. Les 
foncteurs ja et jb induisent un foncteur 

(4.17.4) jf^B^A) -.D'^D, 
qui se factorise a travers une equivalence de categories 

(4.17.5) n: D' ^ Df^B^A)- 

Proposition 4.18. Sous les hypotheses de (I4.17p . la topologie co-evanescente de D' est induite par 
la topologie co-evanescente de D au moyen du foncteur Jm^A) (I4.17.4p ; en particulier, n (|4.17.5p 
induit une equivalence de topos 

(4.18.1) m:5/(B^^). ^5'. 

Identifions les topos _D et X Xj^ y et les topos D' et X/a" x^ ^ ^/s" par les equivalences 
(|4.9.ip . D'apres [3.15i on a une equivalence de topos 

(4.18.2) m: {X x^ ?)/(s^A)» ^ X/a^ x^^^^ F/b.. 

A priori, la topologie co-evanescente de D' est moins fine que la topologie induite par la topo- 
logie co-evanescente de D au moyen du foncteur J[b^A)- Mais il resulte de la preuve de 13.151 en 
particulier de (j3.15.10p . que le diagramme 

(4-18.3) X^A^ x^^^„ Y/B^ ^^ (X x^ Y)/^B^AY 



D' ^ D/^B^A) 

ou les Heches verticales sont les foncteurs canoniques, est commutatif. On en deduit, par ([4J III 3.5), 
que la topologie co-evanescente de D' est induite par la topologie co-evanescente de D au moyen 
du foncteur jlB-^A} ■ On notera que I'equivalence (j4.18.ip induite par n s'identifie a I'equivalence 
(|4.18.2p en vertu de (|4.18.3p . d'oii la notation. 

Remarque 4.19. Nous pouvons donner une preuve directe de l4.18l aui ne passe pas par 13.151 mais 
qui utilise les memes arguments. La preuve devient particulierement simple lorsque B — /+(A). 
Nous traiterons directement ce cas dans un cadre plus general (|5.36p . 

4.20. Rappelons (13. lip que la donnec d'un point de X Xjj F est equivalente a la donnee d'une 
paire de points x: Pt — > X et y: Pt — > F et d'un 2-morphisme u: f{y) —^ x. Un tel point sera 
note {y — ;■ x), ou encore {u: y —^ x). Pour tous F e Ob(X) et G G Ob(y), on a des isomorphismes 
canoniques fonctoriels 



(4.20.1) 


(Pt^)(y^x) ^ Fx, 


(4.20.2) 


iP2G){y^x) -> Gy 


D'apres|3.7l I'apphcation 




(4.20.3) 


(Pli^)fe^.) ^ (p;(/*^))(,^. 
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induite par r (|4.11.5p . s'identifie canoniquement au morphisme de specialisation Fx — >■ -F/(i,) defini 

par u. Identifions les topos D ei X Xj^ F par I'equivalence (I4.9.2p . Les isomorphismes (|4.13.6p et 
(J4.20.2I) induisent un isoniorphisme canonique fonctoriel 

(4.20.4) (**G)(,_,,) ^ Gy. 

II resulte 13.71 et (|4.13.5p qu'on a un isomorphisme canonique fonctoriel de points de X x j^ F 

(4.20.5) *(y) ^{y^ /(y)). 

D'apres [4.6r il. pour tout {V ^ U) ^ Oh{D), on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(4.20.6) {V ^ [/)(,^,) ^ Ux y-u,,,, Vy. 

ou I'application Vy — >■ f//(y) est induite par le morphisme structural V -^ f^{U), et I'application 
Ux — >■ Ufty\ est le morphisme de specialisation defini par u. 

5. TOPOS CO-EVANESCENTS GENERALISES 

5.1. Dans cette section, / designe un U-site, / le topos des faisceaux de U-ensembles sur / et 

(5.1.1) tt:E~¥I 

une categoric fibree, clivee et normalisee au-dessus de la categoric sous-jacente a / ([H] VI 7.1). 
On suppose les conditions suivantes satisfaites : 
(i) Les produits fibres sont representables dans /. 

(ii) Pour tout i £ Ob(/), la categorie fibre Ei de E au-dessus de i est munie d'une topologie 
faisant de celle-ci un U-site, et les limites projectives finies sont representables dans Ei. On 
note Ei le topos des faisceaux de U-ensembles sur Ei. 
(iii) Pour tout morphisme f : i -^ j de I, le foncteur image inverse /+ : Ej — > Ei est continu 
et exact a gauche. II definit done un morphisme de topos que I'on note aussi (abusivement) 
f:E,^E, ([4] IV 4.9.2). 
La condition (i) sera renforcee a partir de 15.301 Pour tout i £ Ob(/), on note 

(5.1.2) a^! : E,^ E 

le foncteur d'inclusion canonique. 

Le foncteur tt est en fait un U-site fibre ([3] VI 7.2.1 et 7.2.4). On designe par 

(5.1.3) .^-^I 

le U-topos fibre associe a tt ([1] VI 7.2.6). La categorie fibre de ^ au-dessus de tout i € Ob(/) est 
canoniquement equivalente au topos Ei , et le foncteur image inverse par tout morphisme / : i —^ j 
de I s'identifie au foncteur image inverse /* : Ej — > Ei par le morphisme de topos /: Ei -^ Ej. On 
note 

(5.1.4) ^^ ^ 1° 

la categorie fibree obtenue en associant a tout i £ Ob(J) la categorie Ei, et a tout morphisme 
f : i —^ j de I \e foncteur ff,: Ei ^ Ej image directe par le morphisme de topos f : Ei ^ Ej. On 
note 

(5.1.5) ^^^r 

la categorie fibree obtenue en associant a tout i G Ob(/) la categorie Ei des prefaisceaux de U- 
ensembles sur Ei, ei a, tout morphisme / : i — >■ j de / le foncteur f^: Ei -^ Ej obtenu en composant 
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avec le foncteur image inverse /+ : Ej — > Ei. Cette convention de notation ne suit pas celle de ([4] 
I 5.0) ; elle est faite de sorte que le /°-foncteur canonique J?^ — > ,^^ devient compatible aux 
foncteurs images inverses. 

5.2. On note que E est une U-categorie. On designe par E la categoric des prefaisceaux de U- 
ensembles sur E. On observera que la categorie E n'etant pas naturellement fibree au-dessus de /, 
la notation Ei des fibres de ^^ au-dessus de 1° n'induit aucune confusion. 

D'apres ([12J VI 12; cf. aussi [T] 1.1.2) et avec les notations de (|2.2I) . on a une equivalence de 
categories 

(5.2.1) E ^ Hom/o(r,^V) 

F ^ {ii-^Foai\}, 

oil ai] est le foncteur (|5.1.2p . On identifiera dans la suite F a la section {i tH> F o a^} qui lui est 
associee par cette equivalence. 

5.3. On appelle topologie co-evanescente de E la topologie engendree par les families de recou- 
vrements {Vn — >■ V^)nGS des deux types suivants : 

(v) II existe i G Ob(/) tel que {Vn ^ V^)neE soit une famille couvrante de Ei. 

(c) II existe une famille couvrante de morphismes (/„ : i„ — ?> J),igE de / telle que Vn soit iso- 
morphe a fn{V) pour tout n G S. 
Les recouvrements du type (v) sont dits verticaux, et ceux du type (c) sont dits cartesiens. Le site 
ainsi defini est appele site co-evanescent associe au site fibre tt (jS.l.ip ; c'est un U-site. On appelle 
topos co-evanescent associe au site fibre tt, et Ton note _E, le topos des faisceaux de U-ensembles 
sur E. On designe par 

(5.3.1) e:E^E 

le foncteur canonique. 

Exemple 5.4. Supposons que / soit munie de la topologie grossiere ou chaotique, c'est-a-dire de 
la topologie la moins fine parmi toutes les topologies de / ([5] II 1.1.4). On notera que sous cette 
hypothese, il revient au meme de demander que / soit un U-site ou que / soit equivalente a une 
U-petite categorie. La topologie totale sur E relative au site fibre tt ([4j VI 7.4.1) est engendree 
par les recouvrements verticaux, en vertu de ([4J VI 7.4.2(1)). Elle est done egale a la topologie 
co-evanescente sur E . 

Exemple 5.5. Soient X et Y deux U-sites dans lesquels les limites projectives finies sont repre- 
sentables, /+ : X — > y un foncteur continu et exact a gauche. On associe a /+ un U-site fibre 

(5.5.1) n-.E^X 

verifiant les conditions de ()5.1|) de la fagon suivante. Considerons la categorie F1(F) des morphismes 
de Y, et le "foncteur but" 

(5.5.2) Fl(y) -^ Y, 

qui fait de F1(F) une categorie fibree, clivee et normalisee au-dessus de y : la categorie fibre 
au-dessus de tout objet V de Y est canoniquement equivalente a la categorie l/v, et pour tout 
morphisme h: V' ~> V de Y , \e foncteur image inverse h* : F/v — ?> Y/yi n'est autre que le foncteur 
de changement de base par h. Munissant chaque fibre Y/y de la topologie induite par celle de Y, 
Fl{Y)/Y devient un U-site fibre, verifiant les conditions de (|5.1|) . On prend alors pour tt le site fibre 
deduit de F\{Y)/Y par changement de base par le foncteur /+. Le site co-evanescent E associe 
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au site fibre n (|5.3p est canoniquenient equivalent au site co-evanescent D associe an foncteur /+ 
(|4.ip en vertu de ([4] III 5.2(1)), d'oii la terminologie. 

Lemme 5.6. (i) Les produits fibres sont representables dans E. 

(ii) Les foncteurs n et a.ii (|5.1.2p . pour tout i G Ob(/), commutent aux produits fibres. 
(iii) La famille des recouvrements verticaux (resp. cartesiens) de E est stable par changement 
de base. 

(i) Considerons un diagramme commutatif de E 

(5.6.1) X ^V 




U- 

au-dessus d'un diagramme commutatif de / 
(5.6.2) X ^ V 



-^ w 



Alors u x^, w est representable dans /. Notons U' , V et W les images inverses de U, V et W 
au-dessus de u x^, v, par les morphismes canoniques de u x^, v dans u, v et w, respectivement. 
Alors U' Xw' V est representable dans Eux^v Comme les foncteurs image inverse de tt sont exacts 
a gauche (jS.ir iiill. le diagramme (|5.6.1[) determine uniquement un morphisme X ^ U' Xw' V 
au-dessus du morphisme canonique x — > u x^, w. Par suite, U' Xw' V represente le produit fibre 
U XwV dans E. 

(ii) & (iii) Ceux-ci resultent aussitot de la preuve de (i). 

Remarque 5.7. On verifie aisement que la famille des recouvrements verticaux (resp. horizontaux) 
forme une pretopologie ()5.6|) . Ce n'est pas le cas de leur union, ce qui est a I'origine de beaucoup 
de difficultes. 

Proposition 5.8. Pour qu'un prefaisceau F = {i t-^ Fi} sur E soit un faisceau, il faut et il suffit 
que les conditions suivantes soient remplies : 

(i) Pour tout i G Ob(/), Fi est un faisceau sur Ei. 

(ii) Pour toute famille couvrante (/„ : i„ — >■ z)„gs de L, si pour tout [m,n) G T? , on pose 
imn = im^iin et on note fmn '■ imn —^ i Ic morphismc canonique, alors la suite de morphismes 
de faisceaux sur Ei 

(5.8.1) F, ^ Y[{fr,),iF,J ^ Y[ (/™„)*(^w) 

est exacte. 

En effet, quitte a elargir I'univers U, on peut supposer la categoric / petite ([1] II 2.7(2)). La 
proposition resulte alors de[5l]et ([4J II 2.3, I 3.5, I 2.12 et II 4.1(3)). 

CoroUaire 5.9. Le foncteur (|5.2.1I1 induit une equivalence de categories entre E et la sous- 
categorie pleine de Hom/o (/°, J^^) formee des sections {i >-> Fi} telles que pour toute famille 
couvrante {fn- in -^ i)ne^ de L, si pour tout {m,n) G T? , on pose imn — im Xi in et on note 
fmn '■ imn -^ i Ic morphismc canonique, la suite de faisceaux sur Ei 

(5.9.1) F,~>\[Un).{F,J^ n Umn)*{F,^„) 
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soit exacte. 

Corollaire 5.10. Pour tout i e Ob(/), le foncteur ait : Ei ^ E (|5.1.2p est continu. 

Remarque 5.11. La condition 15. 8f iil est equivalente a la condition suivante : 

(ii') Pour tout i G Ob(/) et pour tout crible couvrant S\ de i dans /, le morphisme canonique 

(5.11.1) F,^ lim u,{F,,), 

ou M : i' -^ i designe le morphisme structural, est un isomorphisme. 
En effet, quitte a elargir I'univers U, on peut supposer la categorie / petite. L'assertion resulte 
alors de ([4J I 2.12) applique au foncteur 9^° -^ Ei, {i',u) M- u^,{Fi'). 

Remarque 5.12. Supposons que tout objet de / soit quasi-compact. Alors la Droposition l5.8l reste 
vraie si Ton se limite dans (ii) aux families couvrantes finies (/„ : z„ — >■ i)„gs; de /. En effet, tout 
recouvrement cartesien de E admet une sous-famille couvrante finie. Par suite, la topologie de E 
est engendree par les recouvrements cartesiens finis et les recouvrements verticaux, d'ou l'assertion. 

Remarque 5.13. Pour que les foncteurs aa soient cocontinus pour tout i G Ob(/), il faut et il 
sufRt que la topologie co-evanescente de E soit egale a sa topologie totale relative a tt (|5.4p . En 
effet, cette derniere est par definition la topologie la moins fine qui rend continus les foncteurs ai\ 
pour tout i E Ob(/) ([4J VI 7.4.1), et est aussi la topologie la plus fine qui rend cocontinus les 
foncteurs ai\ pour tout i G Ob(/) ([4j VI 7.4.3(2)). L'assertion resulte done de l5.10l On notera que 
les topologies co-evanescente et totale de E ne sont pas en general egales, compte tenu de [5l 



5.14. Supposons que / soit equivalente a une U-petite categorie. II resulte de 15.81 et ([4j VI 7.4.7) 
que le foncteur identique id^ : E -^ E est continu lorsque I'on munit la source de la topologie totale 
relative au site fibre tt ()5.4p et le but de la topologie co-evanescente. Notons Top{E) le topos total 
associe au site fibre tt, c'est-a-dire le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total E. On a 
done un morphisme canonique de topos (|3] IV 4.9.2) 

(5.14.1) S:E^Top{E) 

tel que le foncteur S^, soit le foncteur d'inclusion canonique de E dans Top(_E) ; c'est un plongement 
(in IV 9.1.1). On notera que le diagramme 

(5.14.2) 




Top(^) s- Hom/o (/° , ^' 



ou la fleche horizontale est I'equivalence canonique de categories ([4j| VI 7.4.7) et la fleche oblique est 
induite par le foncteur (J5.2.1I) . est commutatif a isomorphisme canonique pres. D'autre part, pour 
tout objet F de Top(_E), S*{F) est canoniquement isomorphe au faisceau associe au prefaisceau 
F sur le site co-evanescent E. En effet, quitte a elargir U, on peut supposer que la categorie E est 
U-petite ([4J II 3.6 et III 1.5), auquel cas l'assertion resulte de ([4| I 5.1 et III 1.3). 

Lemme 5.15. Soit F ~ {i ^^ Fi} un prefaisceau sur E. Pour chaque i G Ob(/), notons F"' 
le faisceau de Ei associe a Fi. Alors {i H> F^} est un prefaisceau sur E et on a un morphisme 
canonique {i i— > _?,} — > {i H- i^°} de E, induisant un isomorphisme entre les faisceaux associes. 
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Pour tout morphisme f : i' ^^ i de I , notons 'jf-Fi -^ f*{Fii) le morphisme de transition de 
F associe a / (|5.2.ip . Le morphisme canonique Fii -> F"; induit un morphisme f*{Fi') -^ f*{F°;). 
Comme f*{F^) est un faisceau de Ei^ jf induit un morphisme 

(5.15.1) jf-.Ft^MF,^). 

Les morphismes 7/ satisfont des relations de cocycles du type ([IJ (1.1.2.2)), deduites de la com- 
position des morphismes dans /. Celles-ci induisent des relations de cocycles analogues pour les 
morphismes 7?. Par suite, {i 1— )■ F°} est une section de la categoric fibree ^^, et est done un 
prefaisceau sur E ()5.2.1D (cf. jl2] VI 12 ou jTj 1.1.2). De plus, on a un morphisme canonique 

(5.15.2) {i ^ F,} -^{i^ F,"-}. 

Soit G — {i ^^ Gi} un faisceau sur E. Pour tout i £ Ob(/), Gi est un faisceau de Ei en vertu de 
15.81 On en deduit aussitot que I'apphcation 



(5.15.3) Romgiii ^ i^"}, {i ^ G^}) -^ Hom^({i ^ F^}, {i ^ G,}) 

induite par (j5.15.2p est un isomorphisme. Par suite, le morphisme (|5.15.2p induit un isomorphisme 
entre les faisceaux associes. 

5.16. Soient tt' : E' -^ I un U-site fibre, clive et normalise verifiant les conditions de (|5.ip . 

(5.16.1) <^:E'^E 

un /-foncteur cartesien (|2.2|) . On munit E' de la topologie co-evanescente definie par tt', et on 
note E' le topos des faisceaux de U-ensembles sur E' . On associe a tt' des objets analogues a ceux 
associes a tt, et on les note par les memes lettres affectees d'un prime '. Pour tout i G Ob(/), on 
note $j : E'^ — >■ Ei le foncteur induit par $ sur les categories fibres en i, et $* : E'i ^> E'^ le foncteur 
obtenu en composant avec $,;. Pour tout morphisme /: j — > i de /, on a un isomorphisme de 
foncteurs 

(5.16.2) $,0/*, ^/*0<i>,;, 

oil /I; et f^, sont les foncteurs image inverse de E et E' , respectivement. II induit un isomorphisme 
de foncteurs 

(5.16.3) ^*ofE*^fE'*o^*, 

oil Je* et fE'* sont les foncteurs image inverse de ^^ et ^''^ , respectivement (|5.1.5p . Les isomor- 
phismes (|5.16.2p verifient une relation de cocycle du type ([Tj (1.1.2.2)), qui induit une relation 
analogue pour les isomorphismes (|5.16.3p . D'apres ([12J VI 12 ; cf. aussi [L 1.1.2), les foncteurs $* 
definissent done un /"-foncteur cartesien 

(5.16.4) ^^ ^ ^'^. 
On verifie aussitot que le diagramme de foncteurs 

(5.16.5) E—^^^^omjo{I°,^'^) 

i^'— ;^Hom/o(/°,^'V) 

ou $* est le foncteur defini par la composition avec <I>, la fleche verticale de droite est definie par 
la composition avec (|5.16.4p . et les fleches horizontales sont les equivalences de categories (|5.2.ip . 
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est commutatif a isomorphisme canonique pres. Par suite, pour tout prefaisceau F — {i ^-^ Fi\ sur 
E^ on a 

(5.16.6) ^*{F) = {i ^-> ^{Fi)}. 

Supposons que pour tout i £ Ob(/), le foncteur $i soit continu. Alors le foncteur $* induit 
un foncteur ^i^s'- Ei -^ E[, qui commute aux limites projectives (^ III 1.2). II resulte de 15.81 et 
(|5.16.5p que pour tout faisceau F sur £', $*(F) est un faisceau sur E' , et par suite, que $ est 
continu pour les topologies co-evanescentes de E et E' . II induit done un foncteur (J4j III 1.1.1) 

(5.16.7) <^,:E^E'. 

Si de plus, pour tout i G Ob(/), le foncteur ^is : Ei -^ E'^ est une equivalence de categories, alors 
<I>s est une equivalence de categories en vertu de [ 



Remarque 5.17. Considerons le topos fibre ^// (|5.1.3p comme un U-site fibre, en munissant 
chaque fibre de la topologie canonique. Celui-ci verifie clairement les conditions (|5.ip . Notons 

(5.17.1) er.E^^ 

le /-foncteur cartesien canonique, qui induit sur les fibres les foncteurs canoniques Ei'. Ei — >■ Ei 
(U VI (7.2.6.7)). II resulte de 15.161 que ei induit une equivalence entre les topos co-evanescents 
associes a E/ 1 et ,^ /I. 

5.18. Soient /' un U-site dans lequel les produits fibres sont representables, ip: /' — > J un foncteur 
continu, qui commute aux produits fibres. On designe par 

(5.18.1) n':E'^I' 
le changement de base de tt (|5.1.ip par (p, et par 

(5.18.2) <i>:E'^E 

la projection canonique ([T2| VI § 3). Alors E' /I' est un site fibre verifiant les conditions de (I5.ip . 
Le U-topos fibre ^' — )■ J' associe a tt' est canoniquement /'-equivalent au topos fibre deduit de 
■^ /I par changement de base par (p. On note 

(5.18.3) ^'^ ^ I'°, 

(5.18.4) ^"^ -> I'°, 

les categories fibrees associees a tt', definies dans (|5.1.4p et ()5.1.5p . respectivement. Elles sont ca- 
noniquement /'°-equivalentes aux categories fibrees deduites de ^^//° et ^^//° par changement 
de base par (p°. 

On note E' la categoric des prefaisceaux de U-ensembles sur E'. On verifie aussitot que le 
diagramme de foncteurs 

(5.18.5) E ^ ' Hom7o(/°,^^) 

i^'— :i^Homj,o(/'°,^'V) 

ou les fleches horizontales sont les equivalences de categories ()5.2.ip . $* est le foncteur defini par 
la composition avec $ et la fleche verticale de droite est le foncteur canonique ([T^] VI § 3), est 
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commutatif a isoniorphisme canonique pres. Par suite, pour tout prefaisceau F = {i ^^ Fi} sur E^ 
on a 

(5.18.6) $*(F) = {z'^F^(,;,)}, 

ou pour tout i' G Ob(/'), on a identifie les categories fibres E'^, et E^^iiy 

On munit i?' de la topologie co-evanescente associee au site fibre tt', et on note E' le topos des 
faisceaux de U-ensembles sur E' . II resulte aussitot de 15.81 et (|5.18.5p que pour tout faisceau F 
sur E^ <^*{F) est un faisceau sur E' , et par suite, que le foncteur $ est continu. II induit done un 
foncteur ([4] III 1.1.1) 

(5.18.7) ^s-E-^E'. 

Proposition 5.19. Conservons les hypotheses de (|5.18[) . supposons de plus les conditions suivantes 
satisfaites : 

(i) La categorie I' est V-petite et le foncteur Lp est pleinement fidele. 

(ii) La topologie de /' est induite par celle de L au moyen du foncteur Lp. 

(iii) Tout objet de L pent etre recouvert par des objets provenants de /'. 
Alors le foncteur <^s'- E ^ E' (j5.18.7p est une equivalence de categories. 

Pour tout objet i de /, on designe par /^ la categorie des couples {i',u), ou i' G Ob(/') et 
u: (p{i') — > i est un morphisme de /. Soient (i',u), {">■" iv) deux objets de L'^. Un morphisme de 
(i',u) dans {i",v) est un morphisme w: i' ^ i" de /' tel que u ~ v o ip{w). On notera que le 
foncteur L',- — > 7/^, {i',u) H> {(p{i'),u) est pleinement fidele. 

Montrons d'abord que pour tout objet F — {i t-^ Fi} de E et tout objet i de /, le morphisme 
de faisceaux sur Ei 

(5.19.1) F,^ lim u,(F^(,,)) 



est un isomorphisme. En effet, il resulte de 15.81 et des hypotheses que la suite 

F,^ Yi u,{F^^,,))^ n n w,{F^^,)) 

est exacte. D' autre part, le morphisme canonique 

lim u»(Fy(i')) -^ 

ker II u^iF^f^,,^)^ [] [] MF^U)) 

est un monomorphisme d'apres ([3] II 4.1(3)), d'ou I'assertion. 

L'isomorphisme (|5.19.ip montre que le foncteur $s est pleinement fidele. Montrons que $s est 
essentiellement surjectif. Soit F' — {i' i— > F/, } un faisceau de E' . Pour tout i G Ob(/), la categorie 
//j etant U-petite, on definit le faisceau Fi de Ei par la formule ([4J II 4.1) 

(5.19.2) F^ = lim u^{Fl,). 
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Pour tout morphisme / : j — > i de /, le foncteur /* : Ej — >■ Ei commute aux limites projectives. 
On en deduit que {i H> Fi} est une section de la categoric fibree 3^'^ jl° (jS.l.Sp et est done un 
prefaisceau sur E (|5.2.1I) . On a clairement un isomorphisme canonique $*(F) ^ F' ()5.18.6p . II 
suffit done de montrer que F est un faisceau sur E^ ou encore d'apres 15.81 et 15.111 que pour tout 
i G Ob(/) et tout crible couvrant D'l de ? dans /, le morphisme canonique 

(5.19.3) Fi -^ lim w*(Fj), 

(j,i,)e!K° 

a\x v. j ^t i designe le morphisme structural, est un isomorphisme. Pour tout j G Ob(/), notons 
J 1^ la sous-categoric pleine de V,- formee des couples {j',v) tels que (p{j') soit un objet de ?l. On 
a J/j = /y ■ si J G Ob(*H). Comme les foncteurs m, commutent aux limites projectives, il suffit de 
montrer que le morphisme canonique 

(5.19.4) Fi -^ lim u^F-,) 

(i',u)6J°. 

est un isomorphisme. Pour tout {i',u) G Oh{I',^), J/ip(i') est un crible couvrant de i' dans /' ([3] 
III 1.6). Par suite, le morphisme canonique 

(5.19.5) F^, -^ lim v^{F^,) 

est un isomorphisme (j5.11.ip . Appliquant le foncteur u* et prenant la limite projective suivant la 
categoric I',°, on en deduit que le morphisme canonique 

(5.19.6) lim u,{Fl,) -^ lim v^{F^,) 

est un isomorphisme, et par suite que ()5.19.4[) est un isomorphisme. 

Proposition 5.20. Les hypotheses etant celles de ()5.19p . supposons de plus que, pour tout i' g 
Ob(/'), la categorie E[, soit V-petite. Alors la topologie co-evanescente de E' est induite par celle 
de E au moyen du foncteur $ ()5.18.2I) . 

Le foncteur $s (|5.18.7p admet un adjoint a gauche <!>'' qui prolonge $, i.e., qui s'insere dans un 
diagramme commutatif a isomorphisme pres 

(5.20.1) 




ou les fleches horizontales sont les foncteurs canoniques ([4] III 1.2). Comme $s est une equivalence 
de categories en vertu de 15.191 $*' est un quasi-inverse de <I>s. On en deduit un isomorphisme 
e' ^^ $s o e o $. Par suite, la topologie co-evanescente de E' est induite par la topologie canonique 
de E au moyen du foncteur e o $ ([4J III 3.5). 

D'autre part, il resulte des hypotheses que la categorie E' est U-petite et que le foncteur <& est 
pleinement fidele. Done en vertu du lemme de comparaison ([J III 4.1), si Ton munit E' de la 
topologie induite par celle de E, le foncteur de restriction de E dans la categorie des faisceaux 
de U-ensembles sur E' est une equivalence de categories. Le raisonnement precedent montre alors 
que la topologie de E' induite par celle de E est aussi induite par la topologie canonique de E au 
moyen du foncteur e o $, d'ou la proposition. 
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Remarque 5.21. Les hypotheses etant celles de (|5.19|) . supposons de plus que, pour tout i' G 
Ob(7'), la categorie E^, soit U-petite. On peut alors deduire [5 . 1 91 de \^?IU\ et ([1] III 4.1), bien que 
nous ayons procede inversement. 

Lemme 5.22. A toute \]-petite categorie J et tout foncteur 

(5.22.1) (j):J^E, j^ Fj={i^ Fj^i}, 

sont canoniquement associes les donnees suivantes : 

(i) un faisceau {i (-^ lim Fjj} sur E , et un isomorphisme canonique 

ieJ 

(5.22.2) {i ^ lim Fj,{\ ^ lim 0; 

(ii) un prefaisceau {i H> lim Fj^i} sur E, oil les limites sont prises dans Ei, et un isomorphisme 

canonique 

(5.22.3) lim (j) ^ {i ^ lim i^j,,}°, 

J ie.J 

ou le terme de droite est le faisceau sur E associe au prefaisceau {i M- lim -F}.i}. 

En particulier, pour tout i E I , le foncteur canonique 

(5.22.4) E^E,, {i^F^j^F^ 
commute aux V-limites projectives. 

II resulte aussitot de (|5.2.ip et de ([4J I 3.1) que le foncteur 

(5.22.5) E -^ E„ {i ^ GJ ^-> G, 

commute aux U-limites projectives et inductives. De plus, a toute U-petite categorie J et tout 
foncteur 

(5.22.6) ip-.J-^E, j^Gj ={i^Gj,,}, 

sont canoniquement associes deux prefaisceaux {i (—>• lim Gj^} et {i n> lim Gji} sur E^ et deux 

jeJ jeJ 

morphismes canoniques 

(5.22.7) {i H- lim Gj-^J -^ lim V, 

jeJ J 

(5.22.8) lim ip -)■ {i i-^ lim Gj,^}. 

J jeJ 

Ces derniers sont done des isomorphismes. 

Supposons que ip soit induit par un foncteur cj) comme dans (|5.22.ip . D'apres ([4] II 4.1(3)), 
risomorphisme (j5.22.7p induit risomorphisme (|5.22.2p ; en particulier, {i i— )■ lim Gj,i} est un fais- 

ie.J 

ceau sur E. D'autre part, en vertu de l5.15l et ([4J II 4.1), {i i-> lim Fj^i} est un prefaisceau sur E, 

et risomorphisme (|5.22.8p induit I'isomorphisme (|5.22.3p . 

Proposition 5.23. Supposons les conditions suivantes satisfaites : 
(i) Tout objet de I est quasi- compact. 
(ii) Pour tout objet i de I, le topos Ei est algebrique ([4J VI 2.3). 
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(iii) Pour tout morphisme f '■ i ^>- j de I , le morphisme de topos f : Ei -^ Ej est coherent (J4] 
VI 3.1). 
Alors pour toute I] -petite categorie filtrante J et tout foncteur 

(5.23.1) (j):J^E, j^ Fj={i^ Fj^i\, 

{i ^^ lim Fj^i] est un faisceau sur E, et on a un isomorphisme canonique 

(5.23.2) lim (J3^ {i^ lim Fj,J. 

J ie.J 

En particulier, pour tout i ^ I , le foncteur canonique 

(5.23.3) E^Ei, {i^Fi}^F, 
commute aux \]-limites inductives filtrantes. 

Compte teiiu de I5.22f ii). il sufBt de montrer que {i ^->- lim -Fj,i} est un faisceau sur E. Soit 

ie.J 

ifn '■ *n — > *)nes une famille couvrante finie de /. Pour tout {m,n) G S^, on pose i„i„ = i„i x^ i„ 
et on note fmn '■ imn ^- i le morphisme canonique. Pour tout j G J, la suite 

(5.23.4) FJ,^ ^ l[{fnUFj,,J ^ H {f,nnUFj^.^J 

est exacte. Comme S est fini, on en deduit par passage a la limite inductive sur J que la suite 

(5.23.5) limF,,, ^ [|lim(/„)*(Fj,.J^ H 1™ (/™n)*(^j,w) 

est exacte ([4j II 4.3(4)). Comme les foncteurs (/„)* et (fmn)* commutent aux limites inductives 
filtrantes de faisceaux d'ensembles en vertu de ([4J VI 5.1 et VII 5.14). on en deduit que la suite 

(5.23.6) lim Fj^, -^ ]J (/„)*(lm -F^aJ ^ H (/™")*(1™ ^J,w) 

est exacte. L'assertion recherchee s'ensuit compte tenu de l5.12l 

Corollaire 5.24. Les hypotheses etant celles de (I5.23p . soient, de plus, V un objet de E, v son 
image dans I. Alors pour que V soit quasi-compact dans E, il faut et il sujjit qu'il le soit dans E^. 

II resulte aussitot de la definition de la topologie co-evanescente (J5.3I) que si V est quasi-compact 
dans E, il Test aussi dans E^. Montrons I'implication inverse. Notons e„ : Ey — > E^ le foncteur 
canonique. D'apres [5.231 pour toute U-petite categorie filtrante J et tout foncteur 

(5.24.1) J^E, j ^ Fj = {i^ Fj^i}, 
on pent identifier les applications canoniques 

(5.24.2) limHom^(e(y),i^j) -^ Hom^(e(y), lim i^^), 

(5.24.3) limHom^j£^,(y),Fj-„) -^ llom^^{ey{V),\im Fj^y). 

j e J je.r 

Si V est quasi-compact dans _£"„, I'application (|5.24.3I1 est injective d'apres (|:4J VI 1.2 et 1.23(i)). 
II en est done de meme de I'application (|5. 24.21) . Par suite, V est quasi-compact dans E en vertu 
de (g] VI 1.23(i)). 
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Proposition 5.25. Supposons que tout objet de I soit quasi-compact et que pour tout i G Ob(/), 
tout objet de Ei soit quasi- compact. Alors : 

(i) Pour tout objet i de I , le topos Ei est coherent. 

(ii) Pour tout morptiisme f '■ i ^>- j de I , le morphisme de topos f : Ei ^>- Ej est coherent. 

(iii) Pour tout objet V de E, £{V) est un objet coherent de E ; en particulier, le topos E est 
localement coherent. 

(iv) Si, de plus, la categoric E admet un objet final e, alors le topos E est coherent. 

(i) Notoiis £i: Ei -^ Ei le foncteur canonique. Pour tout U G Oh{Ei), £i{U) est un objet coherent 
de Ei en vertu de l5.1f ii) et ([?] VI 2.1). D'autre part, Ei admet un objet final Ci (|5.ir ii)). Comme 
ei est exact a gauche, £i{ei) est I'objet final de Ei. Pour tout U G Ob(£'i), le morphisme diagonal 
5: Si{U) — >■ £i{U) y-ei{ei) £i{U) est I'image par e^ du morphisme diagonal U —i' U x^. U. Done S est 
quasi-compact puisque sa source et son but sont coherents, autrement dit, £i{U) est quasi-separe 
sur ei(ei). Par suite, le topos Ei est coherent ([3] VI 2.3). 

(ii) Cela resulte de (gl VI 3.3). 

(iii) II resulte alors de (i), (ii) et 15. 241 que tout objet de E est quasi-compact. Comme les produits 
fibres sont representables dans E (|5.6p . la proposition resulte de (|4] VI 2.1). 

(iv) Comme le foncteur canonique e: E ^t E est exact a gauche, £(e) est I'objet final de E. 
Pour tout V £ Oh{E), le morphisme diagonal S: £{V) — )■ e{V) Xe{e) £(V) est I'image par e du 
morphisme diagonal V ^^ V x^V (|5.6p . Done 5 est quasi-compact puisque sa source et son but 
sont coherents d'apres (iii), autrement dit, siV) est quasi-separe sur £(e). La proposition s'ensuit 
compte tenu de (iii). 

Proposition 5.26. Supposons les conditions suivantes satisfaites : 

(i) // existe une sous-categoric pleine, \]-petite et topologiquement generatrice I' de I, formee 
d'objets quasi- compacts, et stable par produits fibres. 

(ii) Pour tout objet i de I' , le topos Ei est coherent. 

(iii) Pour tout morphisme f '■ i ^ j de I' , le morphisme de topos f : Ei ^f Ej est coherent. 
Alors le topos E est localement coherent. Si, de plus, la categoric I admet un objet final qui appar- 
tient a V , alors le topos E est coherent. 

D'apres 15.191 on pent se borner au cas ou / = /'. En vertu de I5.17| il sufht de montrer la 
proposition analogue pour le site fibre ^ /I. Notons "^ la sous-categorie pleine de ^ formee des 
objets qui sont coherents dans leurs fibres. D'apres la condition (iii), le foncteur structural "^ -^ I 
fait de "^ /I une categoric fibree, clivee et normalisee. La fibre ^^i de "^ au-dessus d'un objet i de I 
s'identifie a la sous-categorie pleine de Ei formee des objets coherents de Ei. Celle-ci est generatrice 
dans Ei, et est stable par produits fibres d'apres ([4 VI 2.2). Comme I'objet final de Ei est un 
objet de "^i par hypothese, les limites projectives finies sont representables dans "^^ ([3] I 2.3.1). 
Munissant chaque fibre "^i de la topologie induite par la topologie canonique de Ei, "^ /I devient 
un site fibre verifiant les conditions de (|5.ip . Les topos co-evanescents associes a "ip /I et ^// sont 
equivalents d'apres [5.161 D'autre part, si / admet un objet final t, alors I'objet final e de "^t, qui 
existe d'apres ISTlT ii). est un objet final de ^^ (cela resulte facilement de l5.ir iii) ; cf . 15 . 301 ci-dessous) . 
On se reduit ainsi a I'enonce de la proposition 15.251 

Corollaire 5.27. Sous les hypotheses de (|5.26p . le topos E a suffisamment de points. 

Cela resuhe de ([4] VI § 9). 
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Corollaire 5.28. Soient X, Y deux V-topos coherents, f:Y-^Xun morphisme coherent. Alors 
le produit oriente X x j^ Y est coherent. En particulier, il a suffisamment de points. 

D'apres [5.291 ci-dessous. il existe uiie sous-categorie pleine, U-petite et generatrice X (resp. Y) 
de X (resp. Y), formee d'objets coherents de X (resp. Y) et stable par limites projectives finies, 

telles que pour tout U e Ob(X), f*{U) appartienne a Y . Le produit oriente X x ^Y est equivalent 
au topos co-evanescent associe au foncteur f*:X^Y (|4.10p . Par ailleurs, pour tout objet V de 
Y, le topos Y/Y est coherent ([4j VI 2.4.2), et pour tout morphisme V' ^ V de Y, le morphisme 
de localisation l/y — > F/y est coherent ([J VI 3.3). La proposition resulte done de l5.5l et 15.261 

Lemme 5.29. Pour tout morphisme de \J-topos f : Y -^ X, il existe une sous-categorie pleine, 
U-petite et generatrice X (resp. Y ) de X (resp. Y ), stable par limites projectives finies telles que 
pour tout U G Ob(X), f*(U) appartienne a Y. Si, de plus, X et Y sont coherents et si f est 
coherent, on peut supposer X (resp. Y ) formee d'objets coherents. 

En effet, il existe une sous-categorie pleine, U-petite et generatrice X (resp. Y) de X (resp. Y) 
telle que pour tout U € Ob(X), f*{U) appartienne a Y. D'apres le premier argument de (|4] IV 
1.2.3), quitte a augmenter X, puis Y , on peut les supposer stables par limites projectives finies. 

Supposons ensuite X ei Y coherents et / coherent. D'apres ([4] VI 2.1), il existe une sous- 
categorie pleine, U-petite et generatrice X (resp. Y) de X (resp. Y), formee d'objets coherents, 
telle que pour tout U G Ob(X), f*{U) appartienne a Y. Par ailleurs, la sous-categorie pleine de X 
(resp. Y) formee des objets coherents de X (resp. Y) est stable par limites projectives finies (|4] 
VI 2.4.4). L'argument de ([4] IV 1.2.3) montre alors que quitte a augmenter X puis Y, on peut les 
supposer stables par limites projectives finies. 

5.30. Dans la suite de cette section, en plus des hypotheses faites dans 15. Il nous supposons la 
condition suivante satisfaite : 

(i') Les limites projectives finies sont representables dans /. 
Compte tenu de l5.1( i). il revient au meme de demander que / admette un objet final ([4] I 2.3.1). 
On se donne un objet final t de / et un objet final e de E^ (qui existe d'apres [531 ii)), 1^^ nous 
supposons fixes dans la suite. Pour tout i G Ob(/), on note 

(5.30.1) f^-i^i 

le morphisme canonique. D'apres [5. If iii). f^{e) est un objet final de Ei. Par suite, e est un objet 
final de E, et les limites projectives finies sont representables dans E d'apres [5^ il et (|4] I 2.3.1). 
Le foncteur d'injection canonique ckti : E^ ^ E commute aux produits fibres (|5.6p . et transforme 
objet final en objet final; il est done exact a gauche. Par ailleurs, il est continu (|5.10p . II definit 
alors un morphisme de topos (^ IV 4.9.2) 

(5.30.2) p-.E^E,. 

Pour tout faisceau F = {i ^^ Fi} sur _E, on a un isomorphisme canonique 

(5.30.3) 134F)^F,. 

II existe essentiellement une unique section cartesienne de tt (j5.1.ip 

(5.30.4) a+:I^E 
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telle que <7^{i.) — e. EUe est definie, compte tenu de (jjj 1.1.2), pour tout objet i de /, par 
(T'*'(i) = fi{e) et pour tout niorphisnie f : j —!■ i de I par risoniorphisme canonique 

(5.30.5) a+0-)^/+(a+W). 

Pour tout i G Ob(/), (J^{i) est un objet final de Ei, et on a un morphisme canonique de foncteurs 

(5.30.6) idis^cr+oTr. 

II resulte aussitot de la preuve de 15.61 que a^ commute aux produits fibres, et est done exact a 
gauche. D'autre part, cr+ est continu en vertu de ([1] III 1.6). II definit done un morphisme de 
topos 

(5.30.7) a:E^I. 

Remarque 5.31. Les morphismes /? ()5.30.2p et a (|5.30.7p s'identifient canoniquement a ceux 
definis a partir du site fibre J^/I (|5.17p . 

Lemme 5.32. (i) Pour tout faisceau F de E^, P*{F) est le faisceau associe au prefaisceau 
{i 1— > f*F} sur E, oil pour tout morphisme f '■ j ^>- i de I, le morphisme de transition 

(5.32.1) f*F^Mf;F) 

est Vadjoint de I'isomorphisme canonique f*{f*F) — )> f*F. De plus, le morphisme d'adjonc- 
tion F -> f3^,{/3* F) se factorise a travers le morphisme de prefaisceaux sur E^ 

(5.32.2) F ^{i^ f*F}oa,i 

defini par I'identite de F. 
(ii) Pour tout faisceau F de I, u*{F) est le faisceau associe au prefaisceau {i i— )■ F{i)} sur E, 
OIL pour tout i G Ob(/), on a note F(i) le prefaisceau constant sur Ei de valeur F{i). 

En effet, quitte a elargir U, on pent supposer que les categories / et E^ sont U-petites ([4j II 3.6 
et III 1.5). 

(i) D'apres ([4] I 5.1 et III 1.3), I3*{F) est le faisceau associe au prefaisceau G sur E defini, pour 
tout V e Ob(£;), par 

(5.32.3) G{V) = lim F{U), 

ou Ay est la categorie des couples (U, u) formes d'un objet U de E^^ et d'un morphisme u: V -^ U 
de E. Si i designe I'image de V dans /, Ay s'identifie a la categorie des couples (U, u) formes d'un 
objet U de E^^ et d'un morphisme u: V -^ ft'iU) de Ei. II resulte alors de 15.151 que fi*{F) est le 
faisceau associe au prefaisceau {i n> fiF} sur E defini par les morphismes de transition (|5.32.ip . 
La derniere assertion resulte aussitot de ce qui precede. 

(ii) En effet, (t*{F) est le faisceau associe au prefaisceau H sur E defini, pour tout V £ Oh{E), 
par 

(5.32.4) H{V) = lim F{i), 

OU By est la categorie des couples (i, u) formes d'un objet i de / et d'un morphisme u: V ^ a'^{i) de 
E. Cette categorie admet comme objet initial le couple forme de 7r(y) et du morphisme canonique 
V -> <7+{ti{V)) (15.30.61) . On a done H[V) = F{t:(V)). 

Proposition 5.33. Supposons les conditions suivantes satisfaites : 
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(i) II existe une sous- categoric pleine, V-petite et topologiquement generatrice I' de I , formee 

d'objets quasi- compacts, et stable par limites projectives finics. 
(ii) Pour tout objet i de I' , le topos Ei est coherent. 

(iii) Pour tout morphisme f '■ i -^ j de I' , le morphisme de topos f : Ei -^ Ej est coherent. 
Alors les morphismes l3 (|5.30.2p et a (|5.30.7p sont coherents. 

Conipte tenu de 15.311 procedant comme dans la preuve de 15.261 on pent se reduire au cas on 
tout objet de / est quasi-compact et pour tout i G Ob(/), tout objet de Ei est quasi-compact. Par 
suite, tout objet de E est quasi-compact en vertu de 15.251 La proposition resulte alors de ([4J VI 
3.3). 

5.34. Soient tt' : E' ^ I un U-site fibre, clive et normalise verifiant les conditions de (|5.ip . 

(5.34.1) ^+:E'^E 

un /-foncteur cartesien. On munit E' de la topologie co-evanescente definie par tt', et on note E' le 
topos des faisceaux de U-ensembles sur E' . On associe a tt' des objets analogues a ceux associes a 
TT, et on les note par les memes lettres affectees d'un prime '. Supposons que pour tout i £ Ob(/), le 
foncteur $^ : E'^ — >■ Ei, induit par $+ sur les categories fibres en i, soit continu et exact a gauche. 
Celui-ci definit alors un morphisme de topos 

(5.34.2) ^r.E^^El, 

caracterise par ^i^,{F) = i^o$j et $* prolonge $+ ([4J IV 4.9.4). On sait (|5.16p que le foncteur $+ 
est continu pour les topologies co-evanescentes de E et E' . Par ailleurs, il commute aux produits 
fibres (cf. la preuve de l5.6f i)). et $+(e) = $+(e) est un objet final de E[ et done de E' (|5.30p . Par 
suite, $+ est exact a gauche. II definit done un morphisme de topos 

(5.34.3) ^-.E^E' 

caracterise par ^*{F) — F o $+ et $* prolonge $+. D'apres (|5.16.6p . pour tout faisceau F = {i i-^ 
Fi} sur E, on a 

(5.34.4) $,(i^)-{iH^$„(F,)}. 

5.35. Soient V un objet de £', c = 7r(F). On designe par 

(5.35.1) w.E/v-^I/c 
le foncteur induit par n, et par 

(5.35.2) -fv:E/v-^E 

le foncteur canonique. Pour tout morphisme / : i — J> c de /, la categorie fibre de -cu au-dessus de 
I'objet (i, f) de I/^. est canoniquement equivalente a la categorie {Ei)/f+ry\. Munissant I/f. de la 
topologie induite par celle de /, et chaque fibre {Ei)/f+ry\ de la topologie induite par celle de 
Ei, w devient un site fibre verifiant les conditions de (15.11) . On munit alors E/y de la topologie 
co-evanescente relative a nj. 

Proposition 5.36. Sous les hypotheses de (|5.35p . la topologie co-evanescente de Eiy est induite 
par celle de E au moyen du foncteur ^y . En particulier, le topos des faisceaux de TU-ensembles 
sur E/y est canoniquement equivalent a E/^(^yj . Le foncteur restriction a E/f,(y^ est isomorphe au 
foncteur 

(5.36.1) E^E,,^y), {i^F,}^{{i,f)^F,xf*(V)}, 

ou (i, /) designe un objet de I/c, autrement dit, f : i ^^ c est un morphisme de /. 
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Soit F = {i M- Fi} un faisceau sur E. D'apres ([4J III 5.4), on a uii isomorphisme canonique de 
prefaisceaux sur E/y 

(5.36.2) Fojv^{{t,f)>^F,xr{V)}. 

Pour tout morphisnie g: (i, /) — > (j, h) de 7/^, le diagramme de morphismes de topes 

(5.36.3) {Ei)ff,(^Y) ^ (£'j)/^.(v) 



E, E, 

ou (7ro et (77r designent les morphismes de topos associes a g par w et tt, respectivement, et les 
fleches verticales sont les morphismes de locahsation, est commutatif a isomorphisme canonique 
pres ([3] IV 5.10). Le morphisme de transition 

(5.36.4) Fj X h*{V) -> g^,{F, x /*(y)) 
du prefaisceau F o jy est le compose 

(5.36.5) F, X h*{V) ^ g^,{F,) x h*{V) ^ g^,{F, x /*{¥)), 

ou la premiere fleche est induite par le morphisme de transition de F, et la seconde Heche est 
le morphisme de changement de base relativement a ()5.36.3p ([1] (1.2.2.2)), qui est en fait un 
isomorphisme. 

Solent (i, /) un objet de I/^, (gn ■ *n — ^ Ones une famille couvrante de /. Pour tout (to, n) G S^, 
on pose imn — im Xi in et on note gmn'- imn — >■ i le morphisme canonique. Posons fn — f ° gn 
et fmn — f ° 9mn- Comme le foncteur restriction Ei — > {Ei) / ftiy) admet un adjoint a gauche, il 
commute aux limites projectives. Par suite, compte tenu de (|5.36.5p . la suite exacte de morphismes 
de faisceaux sur Ei 

(5.36.6) F, ^ \[{gn)^,{F,^) ^ J] {gmn).*{F^^J 

nSS (m,n)Gi;=' 

induit une suite exacte de morphismes de faisceaux sur {Ei) i f*iy\ 

(5.36.7) F X r{V) ^ n (5n)-*(i^^„ X /*(F)) =1 n (5™n)^*(F,_ x /^JF)). 

nGS (m,n)eS2 

On en deduit que F o ^y est un faisceau pour la topologie co-evanescente de E/y . Done 7y est 
continu, autrement dit, la topologie co-evanescente de E/y est moins fine que sa topologie induite 
par celle de E. Pour montrer la premiere proposition, il sufht done de montrer que 7y est cocontinu 

m ni 2.1). 

Le foncteur ^y est un adjoint a gauche du foncteur 

(5.36.8) <^+:E~^E/y, W^Wy.V. 

Soit G ~ {{i, /) H> G(ifyj un faisceau sur E/y (ou (z, /) £ Ob(//c))- Pour tout i G Ob(/), on note 
Pi : i x c — !■ c et (7i : i X c -^^ z les projections canoniques, et 

(5.36.9) g^ (i^,xc)/p*(v)^^» 
le morphisme compose 

(£'ixc)/p*(y) — > Fixe — -^ Ei, 
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ou la premiere fleche est le morphisme de localisation. On a alors un isoniorphisnie canonique 

(5.36.10) Go$+~{i^g,;,(G,xc)}. 
Pour tout morphisme / : j — >■ i de /, le morphisme de transition 

(5.36.11) fe(G,xc)^A,(4(G,xc)) 
est le compose 

9»*(G»xc) -^ qiiif X idc)^,(Gjxc)) ^ U*iqjAGjxc)), 
ou la premiere fieche provient du morphisme de transition de F et la seconde fleche est I'isomor- 
phisme canonique (|5.36.3p . Soit (i„ — >■ j)nes une famille couvrante de /. Comme le foncteur q[^ 
commute aux limites projectives, la relation de recollement (j5.8.ip pour G relativement au recou- 
vrement (i„ x c -^ i x c)„gE de I/c implique la relation analogue pour G o $+ relativement au 
recouvrement {in -> i)nei;- On en deduit que G o $+ est un faisceau sur E d'apres [5781 : done <&+ 
est continu. Par suite, jv est cocontinu en vertu de (|4] III 2.5), d'ou la premiere proposition. La 
deuxieme proposition s'ensuit en vertu de ([4j III 5.4). La derniere proposition resulte de ce qui 
precede, en particulier de (I5.36.2p . 

5.37. Soient c un objet de /, Cc = <^^{c) = /c^(e) (I5.30.ip . Le site fibre 

(5.37.1) t77:S/e^^//e 

est deduit du site fibre n par changement de base par le foncteur canonique //j, — > /. Munissant //^ 
de la topologie induite par celle de /, le site fibre w verifie alors les conditions de (|5.1|) . En vertu de 
15.361 la topologie co-evanescente de E/^^ est induite par celle de E au moyen du foncteur canonique 
7c : Eu^ — >■ E. En particulier, le topos des faisceaux de U-ensembles sur Eu^ est canoniquement 
equivalent a Ej^.i^^)- L'objet final idc de Ij^ definit alors un morphisme de topos (|5.30.2[) 

(5.37.2) /3e:S/a-(c)^i^c. 
Notons encore 

(5.37.3) -i,:Ei„,(,^^E 

le morphisme de localisation de E en cr*(c). D'apres [5.361 et ()5.30.3p . pour tout faisceau F = {i^^ 
Fi\ sur E. on a un isomorphisme canonique 

(5.37.4) /3c*(7:({» ^ F^'\)) ^ Fc 

6. MORPHISMES A VALEURS DANS UN TOPOS CO-EVANESCENT GENERALISE 

6.1. Les notations et conventions du § |S1 en particulier, celles introduites dans 15.301 sont en 
vigueur dans cette section. Plus precisement, / designe un U-site, et tt: i? — > / un U-site fibre, clive 
et normalise, tels que les conditions suivantes soient satisfaites : 

(i) Les limites projectives finies sont representables dans /. 

(ii) Pour tout i G Ob(/), les limites projectives finies sont representables dans Ei. 

(iii) Pour tout morphisme / : i — >■ j de /, le foncteur image inverse /^ : Ej — > Ei est continu et 
exact a gauche. 
On munit E de la topologie co-evanescente definie par vr, et on note E le topos des faisceaux de 
U-ensembles sur E. On se donne, de plus, un U-site X et un foncteur continu et exact a gauche 

(6.1.1) ^+:E^X. 
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On designe par X le topos des faisceaux de U-ensembles sur X et par 

(6.1.2) 'i'-.X^E 

le morphisme de topos associe a ^+ ([1] IV 4.9.2). On pose 

(6.1.3) w+ = *+ocr+; /^X, 

ou CT+ est le foncteur defini dans (j5.30.4p . Le foncteur u'^ etant continu et exact a gauche, on note 

(6.1.4) u = cr^:X^I 

le morphisme de topos associe. 

Soit i un objet de /. Comme cr+(i) est un objet final de Ei, ^/'^ induit un foncteur 

(6.1.5) *+:£;, ^X/„+(,). 

Celui-ci commute aux produits fibres (|5.6p et transforme objet final en objet final ; il est done 
exact a gauche. D'autre part, lorsque Ton munit X/y^+u\ de la topologie induite par celle de X , ^^ 
transforme famille couvrante en famille couvrante d'apres ([1] III 1.6 et 5.2) ; il est done continu. 
On designe par 

(6.1.6) *,:X/„.(,)^^, 
le morphisme de topos defini par ^^, et par 

(6.1.7) J,: !/„.(,) ^X 

le morphisme de localisation de X en u*{i) ([4J IV 5.1). Pour tout morphisme /: i' — > i de /, on 
note 

(6.1.8) J/: X/„.(j/) -^ X/„.(j) 

le morphisme de localisation associe a w+(/): u~^{i') ~> ?i+(i) ([?] IV 5.5). 

Rappelons que nous avons fixe un objet final l de I (I5.30p . Comme w^(t) est un objet final de 
X, "^1^ n'est autre que le morphisme compose 

(6.1.9) *,, =/3*: X ^i^,,. 

Pour tout i G Ob(/), on note fi: i ^ l est le morphisme canonique (|5.30.ip . On identifie ji et jf.. 
Des relations 'ii*(T* = u* et ^*/3* = vj/*^ on obtient par adjonction des morphismes 

(6.1.10) a* -^ **M*, 

(6.1.11) P* -^ *,*,*. 

Lemme 6.2. (i) Pour tout morphisme f : i' —^ i de I , le diagramme de morphismes de topos 

(6.2.1) ^/n*(^')^^^^^z' 

3f f 

X/u'{i) ^ E, 

est commutatif a un isomorphisme canonique pres 

(6.2.2) ^,jf^f^,,. 
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(ii) Pour tout objet F de X , on a un isomorphisme canonique de E 

(6.2.3) ^,{F)^{z^^„{j*F)}, 

OIL pour tout morphisme f : i' ^ i de I , le morphisme de transition 

(6.2.4) '^^*{r^F)^f,{■^,MF)) 
est le compose 

(6.2.5) *„(j*F) ^ ■^^.{3f.{ff{J*F))) 4 *„(j/*(j*,F)) ^ f.{^^'MF)). 

dans lequel le premier morphisme provient du morphisme d'adjonction id —>■ ]f*]*f, le second 
morphisme est Visomorphisme canonique et le dernier morphisme provient de (|6.2.2p . 
(iii) Pour tout faisceau F de E^, le morphisme d'adjonction /3*{F) — >■ \I'*(\1/*_F') ()6.1.1ip est 
induit par le morphisme de prefaisceaux sur E 

(6.2.6) {t ^ f*F} -^{t^ *„(j*(*r^))} 
defini, pour tout i G Ob(/), par le morphisme de Ei 

(6.2.7) /*F^vI/„(j*(vI;*F)) 
adjoint de Visomorphisme (|6.2.2p . 

(i) Pour tout objet V de Ei. on a, un isomorphisme canonique dans E 

(6.2.8) nV)^Vy.,+ ^^cj+(i'). 

Conime ^+ est exact a gauche, on en deduit que le diagramnie de morphismes de foncteurs 



(6.2.9) 



E,. ^X 



/«+W 



/+ 



7+ 



E,, 



-^X 



/u+{i') 



ou jt est le foncteur de changement de base par u+(/), est commutatif a isomorphisme canonique 
pres. La proposition s'ensuit compte tenu de I'interpretation du foncteur j'i comme un foncteur de 
changement de base par le morphisme u*{f) ([4] III 5.4). 

(ii) Cela resulte aussitot des definitions. 

(iii) Posons /3*(F) = {i ^ d}. D'apres (ii), le morphisme /3*(F) -^ *4^*F) (16.1. lip est defini, 
pour tout i e Ob(/), par un morphisme de Ei 

(6.2.10) s.:G. ^*„(j*(*:F)). 

En vertu de I5.32f i) , on a un morphisme canonique de prefaisceaux sur E 

(6.2.11) {t^f*F}^{i^G,}, 

defini, pour tout i G Ob(/), par un morphisme i,; : f*F — > Gi de Ei. Le diagramme 



(6.2.12) 



/;(*.) 



/*(«.) 




^fn^A'i'iF)) 



-*„(j*(vi/rF)) 
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ou les Heches verticales sont les adjoints des morphismes de transition, est conimutatif. D'une part, 
s,, s'identifie an morphisme 

(6.2.13) /3,(/3*F) ^ P4^4^:f)) 

induit par (|6.1.1ip . D'autre part, t,, s'identifie au morphisme d'adjonction F — )► l3^,{f3*F) en vertu 
de l5.32f i). Par suite, compte tenu de la definition de (|6.1.1ip . s^ ot^ est le morphisme d'adjonction 
F — >■ '^ i,^,{^lF). II resulte alors de (ii) et (|6.2.12p que le morphisme si o ti est le compose 

(6.2.14) f*F ^ f*{-^,4-^:F)) ^ ^,,{j*{^:F)), 

ou la premiere fieche provient du morphisme d'adjonction id — >■ ^„^* et la seconde fieche est le 
morphisme de changement de base relativement au diagramme (|6.2.ip (pour / = fi). D'apres ([1] 
XVll 2.1.3), I'adjoint de Si oti est le compose 

(6.2.15) ^*{f*F) ^ vi,*(/;(vi/„(vi/*F))) ^ j*(*:(*"(*r^))) ^ jh*:^), 

ou la premiere fieche provient du morphisme d'adjonction id -^ ^I'^^I'*, la seconde fieche est 
I'isomorphisme (|6.2.2p et la troisieme fieche provient du morphisme d'adjonction **^i, — > id. 
Ce morphisme compose est egal au compose 

(6.2.16) ^uftF) ^ j*{^:f) -^ j*{^:i^,4^:F))) ^ j*{^:f), 

oil la premiere fieche est I'isomorphisme (j6.2.2p . u provient du morphisme d'adjonction id — s> ^„^* 
et V du morphisme d'adjonction ^*^„ — s> id. Comme v o u est I'identite, la proposition s'ensuit. 

Proposition 6.3. Supposons que, pour tout i G Ob(/), le morphisme d'adjonction id — !■ ^P^*^* 
soit un isomorphisme. Alors : 

(i) Pour tout faisceau F de E^, P*{F) est le faisceau sur E defini par {i H> fiF}. 

(ii) Le morphisme d'adjonction id — > /3*/3* est un isomorphisme. 

(iii) Le morphisme d'adjonction /3* — >■ ^*^* (|6.1.1ip est un isomorphisme. 

(i) En effet, pour tout i g Ob(/), le morphisme 

(6.3.1) /*F^*„(j*(vI/:f)) 
defini dans ()6.2.7p . est le compose 

f:F -> vi/„(vi,*(/*F)) ^ ^„{j*i^:F)), 

ou le premier morphisme provient du morphisme d'adjonction id — >■ ^i,^*, et le second de (|6.2.2p . 
C'est done un isomorphisme. Par suite, le morphisme (|6.2.6p est un isomorphisme de E 

(6.3.2) {t ^ f*F] ^ {z ^ ^„{:i:{KF))}. 

Comme le but de ce morphisme est un faisceau sur E (|6.2.3p . il en est de meme de sa source. La 
proposition resulte alors de l5.32f iV 

(ii) Cela resulte aussitot de (i) et l5.32r il. 

(iii) Cela resulte de l6.2r iii) et de la preuve de (i). 

6.4. Dans la suite de cette section, en plus des hypotheses generales faites dans ()6.ip . on suppose 
que les limites projectives finies sont representables dans X. On designe par 

(6.4.1) w.D^I 

le U-site fibre associe au foncteur u+ : / — > X (|6.1.3p defini dans 15.51 : la fibre de D au-dessus de 
tout objet i de I est la categoric Xi^+i^\^ et pour tout morphisme /: j' — > i de /, le foncteur image 
inverse ft : X/y^+u\ — >■ X/y^+ui\ est le foncteur de changement de base par u'^{f). On munit D de 
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la topologie co-evanescente associee a w. On obtient ainsi le site co-evanescent associe au foncteur 
w"*" defini dans (|4.1|) , dont le topos des faisceaux de U-ensembles est I xj X (|4.10p . 

D'apres (Ll2j VI 12; cf. aussi |lj 1.1.2), les foncteurs *+ (|6.1.5p pour tout i e Ob(/) et les 
isomorphismes (|6.2.2p definissent un J-foncteur cartesien 



(6.4.2) 



p+: E ^ D. 



Pour tout V e Ob(ii^), le morphisme canonique V i— > <j^{-k{V)) (|5.30.6p induit un morphisnie 

*+(F) -^ u+{-k[V)), et on a 



(6.4.3) 



p+{V)^{^+{V)^^{V)). 



Le foncteur p^ transforme objet final en objet final et commute aux produits fibres ; il est done 
exact a gauche. II est d'autre part continu en vertu de l5.16l II definit done un morphisme de topos 
([4] IV 4.9.2) 

(6.4.4) p:IxjX^E. 
Pour tout faisceau F = {i h^ Fi} sur D, on a 

(6.4.5) p4F) = {i^^„{F,)}. 

II resulte aussitot des definitions que les carres du diagramme 

(6.4.6) Y^I^j';.^x^i^x 



E- 



13 



^E, 



et le diagramme 
(6.4.7) 



*D 




Oil ^£) est le morphisme ()4.13.4p . sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres. 

Lemme 6.5. Pour tout faisceau F — {i ^-^ Fi} de E, p*{F) est le faisceau sur D defini par 
{i ^^ ^*(_F'i)}, oil pour tout morphisme f : i' ^ i de I , le morphisme de transition 

(6.5.1) mF,)^3f.m,F^') 

est Vadjoint du morphisme compose 

j}i^*F,)^^*if*F,),-^%F,,, 

ou la premiere fieche est Visomorphisme (|6.2.2p . et la seconde fleche est induite par le morphisme 
de transition de F. De plus, compte tenu de (|6.4.5p . le morphisme d'adjonction F — > p,:{p*F) est 
defini, pour tout i G Ob(/), par le morphisme d'adjonction Fi —5- $i*(\l'*_F'j) dans Ei. 
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En efFet, quitte a elargir U, on pent supposer que la categoric E est U-petite ([4] II 3.6 et et III 
1.5). D'apres ([1] I 5.1 et III 1.3), le faisccau p*{F) est Ic faisccau sur D associe au prefaisceau G 
defini, pour tout U G Oh{D), par 

(6.5.2) G{U) = lini F{V), 

ou Ajj est la categorie des couples {V,u) formes d'un objet V de E et d'un morphisme u: U ^ 
p'^{V) de D. Posons i = w{U), considerons U comme un objet de X/„+(-j-) , et notons B^j la categorie 
des couples {W, v) formes d'un objet W de Ei et d'un M+(i)-morphisme v. U ^ '^^{W) de X. Les 
categories Ajj et Bjj sont clairement cofiltrantes. Tout objet {W, v) de Bjj pent etre naturellement 
considere comme un objet de Ajj. On definit ainsi un foncteur pleinement fidele 

ip: Bu -^ Au. 

Pour tout objet (V,u) de Au, u induit un morphisme f:i^ ^(^) de / et un u+(i)-morphisme 
w : [/ — ^ ^^(/+T^) de X, se sorte que (/+(V^), v) est un objet de Bu. De plus, on a un morphisme 
canonique Lp{{f^{V),v)) —> {V,u) de Au. II resulte alors de ([4] I 8.1.3(c)) que le foncteur ip" est 
cofinal. Par suite, (p induit un isomorphisme 

(6.5.3) G{U) ~ lim F,{W). 

Done en vertu de l5.15l . p*{F) est le faisceau sur D associe au prefaisceau {i i— >■ ^*{Fi)} defini par 
les morphismes de transition (|6.5.ip . La seconde proposition resulte immediatement de (|6.5.3p . 

Proposition 6.6. Supposons que pour tout i e Ob(/), le morphisme d'adjonction id — > ^i*^* 
soit un isomorphisme. Alors le foncteur p* : E ^f I x jX est pleinement fidele. 

En effet, le morphisme d'adjonction id -> p^p* dans E est un isomorphisme en vertu de l6.5l 

Corollaire 6.7. Conservons les hypotheses de (j6.6p . supposons de plus les topos I et X coherents, 

et le morphisme f coherent. Alors la famille des points de E im,ages par p des points de I XjX 
est conservative ([4] IV 6.4.1). 

Cela resulte de 16.61 puisque le topos I Xj X & suffisamment de points en vertu de 15.281 

Corollaire 6.8. Sous les hypotheses de (j6.6p . la topologie co-evanescente de E est induite par la 
topologie co-evanescente de D au moyen du foncteur p^ : E ^ D (j6.4.2p . 

En effet, le foncteur yO+ etant continu (|6.4p . la topologie co-evanescente de E est a priori moins 
fine que la topologie induite par la topologie co-evanescente de D. D'autre part, la topologie 
co-evanescente de E est induite par la topologie canonique de E ([3] III 3.5), autrement dit, la 
topologie co-evanescente de E est la topologie la plus fine telle que tout F G Ob(_E) soit un faisceau. 
D'apres 16.61 le morphisme d'adjonction id — >■ /0*yO* dans E est un isomorphisme. Done le foncteur 
p^,: D —!■ E est essentiellement surjectif. Par suite, la topologie co-evanescente de E est la topologie 
la plus fine telle que, pour tout faisceau G sur D, p*{G) ^ G o p+ soit un faisceau sur E ; d'oii la 
proposition. 

7. Topos total annele 
7.1. Dans cette section, / designe une categorie equivalente a une U-petite categorie, et 
(7.1.1) tt:E^I 
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un U-site fibre clive et normalise ([4J VI 7.2.1). Pour tout i e Ob(/). on note Ei la categorie fibre 
de E au-dessus de i, que Ton considere toujours comme munie de la topologie donnee par tt, Ei le 
topos des faisceaux de U-ensembles sur Ei, et 

(7.1.2) tti! : Ei^ E 
le foncteur d'inclusion canonique. On designe par 

(7.1.3) ^^I 
le U-topos fibre associe a tt ([?] VI 7.2.6) et par 

(7.1.4) ^^ ^ 1° 

la categorie fibree obtenue en associant a tout i G Ob(/) la categorie Ei, et a tout morphisme 
/ : i — > J de / le foncteur f,,: Ei ^>- Ej image directe par le morphisme de topos f : Ei ^ Ej . 

On munit E de la topologie totale relative a tt (g] VI 7.4.1) ; c'est un U-site (g] VI 7.4.3(3)). 
On note Top{E) le topos des faisceaux de U-ensembles sur E, dit topos total associe a tt. Pour 
tout i e Ob(/). le foncteur a;! etant cocontinu ([^ 7.4.2), il dcfinit un morphisme de topos ([¥] 4.7) 

(7.1.5) a,:E^^Top{E). 

Comme, de plus, an est continu, le foncteur a* admet un adjoint a gauche note encore 

(7.1.6) a,,:-E, ^Top(^), 

qui prolonge le foncteur ai\ : Ei -^ E. On rappelle ([3| VI 7.4.5) que pour tout morphisme / : i —^ j 
de /, le diagramme 

(7.1.7) E,^^E 




n'est pas commutatif en general, mais il existe un 2-morphisme de topos 

(7.1.8) a, ^ ajf, 

autrement dit un morphisme de foncteurs /* o a* ^- a*, ou encore par adjonction un morphisme 
de foncteurs 

(7.1.9) «;^/,oa*. 

Ces derniers verifient une relation de cocycle du type ([T] (1.1.2.2)). lis induisent done un foncteur 

(7.1.10) Top(£;) -^ Hom/o(r,^'') 

F ^ {^^a*iF)}, 

qui est en fait une equivalence de categories ([4| VI 7.4.7). On identifiera dans la suite i^ a la section 
{i i-^ Fi} qui lui est associee. 

Definition 7.2. On dit qu'un objet F de Top{E) est cartesien si la section {i i-^ Fi} de J^^ — > 1° 
qui lui correspond par I'equivalence de categories (|7.1.10p est cartesienne, autrement dit, si pour 
tout morphisme / : z — > j de /, le morphisme de transition Fj — > f*{Fi) est un isomorphisme. 

Si la categorie / est cofiltrante et U-petite, alors la limite projective du topos fibre ^ — > / existe 
(12 VI 8.2.3), et la categorie sous-jacente est canoniquement equivalente a la sous-categorie des 
objets cartesiens de Top(£;) ([4J VI 8.2.9). 
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7.3. Soient F — {i i~¥ Fi} et G = {i ^-> d} deux objets de Top{E) tels que G soit cartesien. On 
a alors un isomorphisme canonique 

(7.3.1) HomTop(£)(i^,G) 4 lim UomE,iF,,G^), 

iei 
ou pour tout morphisme / : i — > j de /. le morphisnie de transition 

df : RoniE, {F,,G^) -^ Horns ^ {Fj,Gj) 

du systeme projectif qui apparait dans (|7.3.ip associe a tout morphisme u : Mi -^ Ni le morphisme 
df{u) compose de 

M, MM,) ^^ MN,) ^ N, 

ou la premiere Heche est le morphisme de transition de M et la derniere fleche est I'inverse de 
risomorphisme de transition Nj ^ f*{Ni) de N. 

7.4. En plus des donnees fixees plus haut, on se donne un faisceau d'anneaux R de Top(£'), 
autrement dit, une structure annelee sur le topos fibre ^ selon la terminologie de ([4J VI 8.6.1). 11 
revient au meme de se donner, pour tout i e Ob(/). un anneau Ri de Ei, et pour tout morphisme 
/: i — 5- J de /, un homomorphisme d'anneaux Rj -^ f^^Ri), ces homomorphismes etant soumis 
a des relations de compatibilite (17.1. lOp . Les morphismes de topos f : Ei ^)- Ej sont done des 
morphismes de topos anneles (respectivement, par Ri et Rj). Nous utilisons pour les modules la 
notation f~^ pour designer I'image inverse au sens des faisceaux abeliens et nous reservons la 
notation /* pour I'image inverse aux sens des modules. 

Par ailleurs, pour tout i S Ob(J), le morphisme de topos ai: Ft — > Top(i?) (|7.1.5p est un 
morphisme de topos anneles (respectivement, par Ri et R). On notera que comme Ri — a*{R), 
il n'y a pas de difference pour les modules entre I'image inverse au sens des faisceaux abeliens et 
I'image inverse aux sens des modules. 

La donnee d'une structure de i?-module sur un faisceau M — {i i-^ Mi} de Top(_E) est cquiva- 
lente a la donnee, pour tout i G Ob(/), d'une structure de i?i-module sur Mi telle que pour tout 
morphisme / : z — )• j de /, le morphisme de transition Mj — >■ ft,(Mi) soit i?j-lineaire. 

Lemme 7.5. Soient M — {i i-^ Mi} un R-module a droite de Top(_E), N — {i i-^ Ni} un 
R-module a gauche de Top(_E). Alors on a un isomorphisme canonique bifonctoriel de faisceaux 
abeliens sur E 

(7.5.1) M(SrN ^{i<^ M,(Sr^N,}. 

En effet, pour tout i e Ob(/), on a un isomorphisme canonique ([3] IV 13.4) 

(7.5.2) aUM ®fl, N) ^ a*(M) ®„.(^) a*{N)- 
d'oii la proposition. 

7.6. Soient tt' :£"—>/ un U-site fibre, clive et normalise, 

(7.6.1) ^+:E'^E 

un /-foncteur cartesien. On munit £" de la topologie totale relative a tt', et on note Top(£") le 
topos des faisceaux de U-ensembles sur E' . On associe a tt' des objets analogues a ceux associes 
a TT (j7.ip . et on les note par les memes lettres affectees d'un prime '. Supposons que pour tout 
i G Ob(/), le foncteur <^J : E'i — >■ Fi, induit par $+ sur les categories fibres en i, soit un morphisme 
du site Fi dans le site E[, et notons 

(7.6.2) $, : E, -^ E[ 
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le morphisme de topos associe. Les morphismes ^t definissent un morphisme cartesien de topos 
fibres (fl" VI 7.1.5 et 7.1.7) 

(7.6.3) JT^^'. 

En vertu de (|,4J 7.4.10), $+ est un morphisme du site total E dans le site total E' . II definit done 
un morphisme de topos 

(7.6.4) *: Top{E) -^ Top{E') 
tel que pour tout faisceau F = {i ^^ Fi} sur E, on ait 

(7.6.5) ^,{F) = {i^^,4F,)}. 

Soient R' = {i i-^ R'^} un anneau de Top(_E'), h: R' ^^ ^*{R) un homomorphisme d'anneaux, 
de sorte que ^: Top(ii^) — ;> Top(£") est un morphisme de topos anneles (respectivement, par R 
et R'). La donnee de h est equivalente a la donnee, pour tout i G Ob(/), d'un homomorphisme 
d'anneaux hi: R[ — ;• (f>i*(i?i) verifiant des relations de compatibilite. En particulier, pour tout 
i G Ob(/), ^i: Ei — > E[ est un morphisme de topos anneles (respectivement, par Ri et R'^). On 
designe par R"^, et R"<i>,;* (n G N) les foncteurs derives des foncteurs 

*, : Mod(i?, Top(^)) -^ Mod(i?',Top(£;')), 
<^„:M.od{R„E,) ^ M.od{R[,E[). 

Proposition 7.7. Les hypotheses etant celles de (|7.6p . soient, de plus, M = {i i— > Mi} un R- 
module de Top(_E), n un entier > 0. On a alors un R' -isomorphisme canonique et fonctoriel 

(7.7.1) R"^,(Af) ^ {z ^ R"$,4M,)}. 
En effet, pour tout c G Ob(/), le foncteur 

(7.7.2) Mod{R,E) ^Mod{Ra,Ec), M ^ {i ^ Ah} ^ M^ = al{M) 

est additif et exact. D'autre part, pour tout i?-module injectif M = {i H> Mi], Mc est flasque en 
vertu de ([3] VI 8.7.2). La proposition resulte done de (|7.6.5p . 

Explicitons les morphismes de transition du faisceau {i i-t- R"$i*(A/i)}. Le morphisme de topos 
fibres anneles {.^,R) — > {^',R') induit pour tout morphisme /: i — > j de /, un diagramme de 
morphismes de topos anneles, commutatif a isomorphisme canonique pres ([Ij 1.2.3), 

(7-7.3) {E,,R,)^^{E',,R'^ 

Se 

{E„R,)^^{E'^,Rr) 

ou les fleches verticales, notees habituellement /, ont ete affectees d'un indice E ou E' pour les 
distinguer. On laissera le soin au lecteur de verifier que le morphisme de transition associe a / est 
le compose 

(7.7.4) R"*j*(M,) ^ R"$j,(/£,M,;) ^ 

R"($,/£),(M,) ~ K'{fE'^i)*[Mi) ^ /£-4R"$,4M,)), 

ou la premiere fleche provient du morphisme de transition de M, la deuxieme et la derniere fleches 
sont induites par la suite spectrale de Cartan-Leray (|4] V 5.4) et le troisieme isomorphisme provient 
deGZa). 
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Proposition 7.8 ([4] VI 7.4.15). Pour tout R-module A/ = {i ^^ Mi} de E, on a une suite 
spectrale canonique et fonctorielle 

(7.8.1) Eg'" = RPlim W{Ei,AU) ^ llP+''{Top{E),M). 

Considerons le topos fibre constant m : Ens x / — > / de fibre le topos ponctuel Ens (|2.ip . D'apres 
(|7.1.10p , le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total Ens x / associe a w est equivalent a 
la categorie / des prefaisceaux de U-ensembles sur I. On a un morphisnie cartesien de topos fibres 

(7.8.2) $:^^Ensx/ 

dont la fibre au-dessus de i e Ob(/) est le morphisme canonique de topos $.; : Ei — )► Ens ([i4j IV 
2.2). D'apres ([4J VI 7.4.10), $ definit un morphisme de topos 

(7.8.3) *:Top(S)^/ 
tel que pour tout faisceau F = {i i-^ Fi\ sur E, on ait 

(7.8.4) ^,{F) = {i^T{E,,F,)}. 

Considerons ^P comme un morphisme de topos anneles (respectivement, par R et ^,(i?)). D'apres 
17.71 pour tout _R-module M = {i i— > Mi} de Top(£') et tout entier g > 0, on a un isomorphisme 
canonique et fonctoriel 

(7.8.5) R'?*,(A/)^{iK^H9(i^,,Mi)}. 

Par ailleurs, pour tout groupe abelien A'^ de / et tout entier p > 0, on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel ([?] V 2.3.1) 

(7.8.6) HP(/, N) = RPlim N{i). 

iei° 

On prend alors pour (|7.8.ip la suite spectrale de Cartan-Leray relative a ^ (|4J V 5.3). 

Corollaire 7.9. Supposons que I admette un objet final l. Alors pour tout R-module M = {i ^^ 
Mi} de E et tout entier n > 0, on a un isomorphisme canonique et fonctoriel 

(7.9.1) H"(Top(^), M) ^ }i"{E,,M,). 

En effet, avec les notations de la preuve de 17.81 le foncteur / — > Ens, A'^ n> r(J, N) = N{i) est 
exact. Par suite, R^'lim = pour tout p> 1. La proposition resulte alors de 17.81 

Corollaire 7.10. Supposons que I soit la categorie filtrante definie par I'ensemble ordonne des 
entiers naturels N. Alors pour tout R-module Af = {i i— !■ Mi} de E et tout entier n>0, on a une 
suite exacte canonique et fonctorielle 

(7.10.1) -> R^im W-^(E,,Mi) -> H"(Top(£;), Af) -^ lim H"(i^„ M,) -^ 0, 

oil Von a pose H~^(i?„, Af„) = pour tout n G N. 

Cela resulte deOet du fait que R^lim = pour tout p>2 ([T5] 1.4). 

Definition 7.11. On dit qu'un i?-module Af = {i n> Mi} de Top(_E) est adique si pour tout 
morphisme /: i — > j de /, le morphisme de transition f*{Mj) — >■ Mi de M est un isomorphisme, 
oil /* designe I'image inverse au sens des modules (|7.4p . 
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Exemple 7.12. Soient X un U-site, X le topos des faisceaux de U-ensembles sur X, A un anneau 
commutatif de X, J un ideal de A. On note encore N la categorie filtrante definie par I'ensemble 
ordonne des entiers naturels N. Le topos total associe an U-site fibre constant X x N ^ N de fibre 
X, est canoniquement equivalent a la categorie Hom(N°,X) (|7.1.10p . que Ton note aussi X^ . 
On le munit de I'anneau A = {n i-^ A/J"^^}. Alors. pour qu'un ^-module M — {n i-^ Mn} soit 
adique il faut et il suffit que pour tout enticr n > 0, le morphisme M^+i <E)a (A/J"^^) -^ M„ deduit 
du morphisme de transition Mn+i — > A/„. soit un isomorphisme, autrement dit, que le systeme 
projectif (M„)„gN soit J-adique dans le sens de ([T3] V 3.1.1) ; d'oii la terminologie. 

7.13. Soient M = {i ^ Mi\ et N = {i \^ N,} deux i?-modules de Top(S) tels que M soit 
adique. On a alors un isomorphisme canonique 

(7.13.1) Homfl(M, N) ^ lim Hom;^. (M„ Ni), 

Oil pour tout morphisme / : i — > j de /, le morphisme de transition 

df : RomR^ {Mj.Nj) -^ Hom^^, (M„ N^) 

du systeme projectif qui apparait dans (j7.13.ll) associe a tout i?^ -morphisme u : Mj -^ Nj le 
morphisme df{u) compose de 

ou la premiere fleche est I'inverse de I'isomorphisme de transition f*{Mj) —^ Mi de M et la derniere 
fleche est le morphisme de transition de N. En particulier, si / admet un objet final t, on a un 
isomorphisme canonique 

(7.13.2) Hom«(M,iV) ^ Hom^^ (M„iVj. 

8. Topos co-evanescent annele 

8.1. Dans cette section, / designe un U-site, et tt: _E — > / un U-site fibre, clive et normalise 
au-dessus de la categorie sous-jacente a / tels que les conditions suivantes soient satisfaites : 

(i) Les limites projectives finies sont representables dans /. 

(ii) Pour tout i G Ob(/), les limites projectives finies sont representables dans Ei. 

(iii) Pour tout morphisme / : i — > j de /, le foncteur image inverse /+ : Ej — > Ei est continu et 
exact a gauche. 
On munit E de la topologie co-evanescente definie par tt, et on note E le topos des faisceaux de 
U-ensembles sur E. On fixe un objet final t de / et un objet final e de E^, et on reprend les notations 
introduites dans §[S1 en particulier, celles introduites dans (I5.30p . 

On se donne aussi un anneau R de E. D'apres 15.81 il revient au meme de se donner, pour tout 
i £ Ob(/), un anneau Ri de Ei, et pour tout morphisme /: i — > j de /, un homomorphisme 
d'anneaux Rj -^ f^{Ri), ces homomorphismes etant soumis a des relations de compatibilite (|5.2.ip 
et de recollement (|5.8.ip . Les morphismes de topos f : Ei —> Ej sont done des morphismes de 
topos anneles (respectivement, par Ri et Rj). Nous utilisons pour les modules la notation /^^ 
pour designer I'image inverse au sens des faisceaux abeliens et nous reservons la notation /* pour 
I'image inverse aux sens des modules. 

La donnee d'une structure de i?- module sur un faisceau A/ = {i h- > Mi} de E est equivalente a la 
donnee pour tout i G Ob(/), d'une structure de _Ri-module sur Mi telle que pour tout morphisme 
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/: i ^- j de /. le morphisme de transition AIj -^ f^:{Mi) soit i?j-lineaire. Pour tout c £ Ob(/), le 
foncteur 

(8.1.1) Mod(i?, E) -^ Mod{Rc, E^), {i ^ Mi} >H> M^ 

est clairement additif. 

Lemme 8.2. Soient u: {i M- Mi} — ;• {i i— > Ni} un morphisme de R-modules de E, F son noyau, 
G son conoyau. Pour tout i g Ob(/), notons Ui: Mi — > Ni le Ri-morphisme induit par u, et Fi 
(resp. Gi) son noyau (resp. conoyau). Alors {i i— ?■ Fi} est un R-module de E, {i i— >■ Gi} est un 
R-module de E, et on a des R-isomorphismes canoniques 

(8.2.1) F ^ {i^F,}, 

(8.2.2) G ^ {i^G^}'', 

oil {i M> Gi}"" est le faisceau sur E associe au prefaisceau {i i-^ Gi}. En particulier, le foncteur 
()8.1.ip est exact a gauche. 

En efFet, notons M.od{R,E) la categorie des i?-niodules de E, jr: M.od{R,E) -^ M.od{R,E) 
le foncteur d'inclusion canonique et au : Mod(i?, E) -^ Mod(i?, E) le foncteur "faisceau associe" 
([4] II 6.4). Alors a^ est exact a gauche et commute aux limites inductives, et j^ commute aux 
limites projectives ([4] II 4.1). On en deduit des i?-isomorphismes canoniques 

(8.2.3) jr{F) ^ ker(jfl(u)), 

(8.2.4) G ^ aRicokeviJRiu))); 

et de meme pour les morphismes Ui pour tout i G Ob(/). Compte tenu de ()5.2.1|) et (||4J I 3.1), on 
a kei{j]i{u)) ^ {i h^ Fi}. D'autre part, il resulte de 15.151 que {i i-> Gi} est un i?-module de E et 
qu'on a un _R-isomorphisme canonique 

(8.2.5) aR{{i H> GJ) ^ a R{cokci{ jr{u))), 
d'ou la proposition. 

8.3. Pour tout c £ Ob(/), on designe par 

(8.3.1) 7e:-E/,.(,)^^ 
le morphisme de localisation de E en cr*(c), et par 

(8.3.2) /3,:i^/,.(,)^i^, 

le morphisme defini dans (|5.37.2p . D'apres (|5.37.4|) . le foncteur (jS.l.ip s'identifie au foncteur com- 
pose Pc* 07*- PS'i' suite, Pc est un morphisme de topos anneles (respectivement par 7c(^) et Re). 
On designe par K^/Sc* {n S N) les foncteurs derives du foncteur 

(8.3.3) /3„: Mod(7*(i?),^/,.(,)) ^ mod{R„E,). 

Le n-ieme foncteur derive du foncteur ()8.1.ip s'identifie alors au foncteur (R"73c*) o7c en vertu de 

(a V 4.11). 
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8.4. Soit V un univers tel que U C V et / G V. La categoric E munie de la topologie totale relative 
au site fibre tt est un V-site ; mais ce n'est pas en general un U-site. On designe par E^ le topos 
des faisceaux de V-ensembles sur le site co-evanescent E, par 

(8.4.1) j:E^Ey 

le foncteur d'inclusion canonique et par Topy(i?) le topos des faisceaux de V-ensembles sur le site 
total E (|7.ip . Considerons le morphisme canonique (|5. 14.11) 

(8.4.2) 6: E^^Top^iE) 

comme un morphisme de topos anneles (respectivement, par R et (5*(i?)). Comme S est un plon- 
gement, le morphisme d'adjonction (5*(5* — > id est un isomorphisme. II n'y a done pas de difference 
pour les modules entre I'image inverse au sens des faisceaux abeliens et I'image inverse au sens des 
modules. On note R"(5, {n e N) les foncteurs derives du foncteur 

(8.4.3) (5*: Mod(i?, i?v) ^ Mod((5H.(i?),Topv(^)). 

On rappelle que le foncteur j est exact et pleinement fidele sur les categories des modules et 
transforme les modules injectifs en modules injectifs (fl] V 1.9). Par suite, le n-ieme foncteur derive 
de ^, o J est canoniquement isomorphe a (R"(5*) o j. 



Proposition 8.5. Les hypotheses etant celles de ()8.4I) . soit, de plus, M un R-module de E . 
(i) Pour tout entier n > 0, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de 5*{R)-modules 

(8.5.1) R",5,(Af) ^{i^ R"/3„(7*(Af))}. 

(ii) Si M est un R-module injectif, alors S^{M) est un 5^{R)-module injectif. 
(iii) Pour tout entier n>0, 6*{Wd^{M)) = 0. 

(i) Pour tout i G Ob(/), on designe par Eiy le topos des faisceaux de V-ensembles sur Ei, par 
ji'. Ei ^ Eiy le foncteur d'inclusion canonique et par 

(8.5.2) a, : i^,;,v ^ Top^{E) 

le morphisme canonique (|7.1.5|) . Ce dernier est un morphisme de topos anneles (respectivement, par 
Ri et 6^:{R)) ; on rappelle (|7.4p qu'il n'y a pas de difference pour les modules entre I'image inverse 
au sens des faisceaux abeliens et I'image inverse aux sens des modules. On a done un isomorphisme 
canonique fonctoriel 

(8.5.3) a*iR"64M)) ^ R"(a* o 5*)(M). 

D' autre part, d'apres (|5.14.2p et (|5.37.4D . on a un isomorphisme canonique de foncteurs 

(8.5.4) a*oS,oj^j,op„oj*. 

La proposition s'ensuit compte tenu de (H] V 1.9 et 4.11(1)). On laissera le soin au lecteur d'ex- 
pliciter les morphismes de transition du faisceau {i H> R"/3j*(7*(M))} de Topv(£'). 

(ii) Le module j{M) etant injectif, on pent se borner au cas oii U = V. La proposition resulte 
alors de ([1] V 0.2) puisque le foncteur 6^, admet un adjoint a gauche exact 6* — 6^^ (|8.4p . 

(iii) Comme le foncteur 6* — S~^ est exact, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(8.5.5) r (R"(5,(A/)) ^ R"(5* o J,)(M). 

D'autre part, S etant un plongement, le morphisme d'adjonction 5*6^ — > id est un isomorphisme; 
d'oii la proposition. 
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Remarque 8.6. Pour tout i?-inodule M de E, la suite spectrale de Cartan-Leray associee a 6 qui 
calcule la cohomologie de M ([1] V 5.3) se reduit a celle associee a (3 

(8.6.1) E^'* = HP(^„R*/3,(A/)) ^ W+i{E,M), 

en vertu de rTOl et [831 

8.7. Soient tt' : E' -^ I un U-site fibre, clive et normalise verifiant les conditions (ii) et (iii) de l8.11 

(8.7.1) <^+:E'^E 

un /-foncteur cartesien. On munit E' de la topologie co-evanescente definie par tt', et on note E' le 
topos des faisceaux de U-ensembles sur E' . On associe a tt' des objets analogues a ceux associes a 
TT, et on les note par les memes lettres affectees d'un prime '. Supposons que pour tout i G Ob(/), le 
foncteur $^ : E'^ — > Ei, induit par $+ sur les categories fibres en i, soit continu et exact a gauche, 
et notons 

(8.7.2) ^^^■.E,^ El 

le morphisme de topos associe. En vertu de 15.341 $+ est continu et exact a gauche. II definit done 
un morphisme de topos 

(8.7.3) ^-.E^E' 
tel que pour tout faisceau F = {i i~^ Fi) sur E, on ait 

(8.7.4) ^,{F) = {l^<^„{F^)}■ 

Soient i?' = {i M> _R'J un anneau de E\ h: R' -^ $*(i?) un homomorphisme d'anneaux, de 
sorte que $: E ^ E' est un morphisme de topos anneles (respectivement, par i? et R'). La donnee 
de h est equivalente a la donnee, pour tout i G Ob(/), d'un homomorphisme d'anneaux hi: R[ -^ 
^i*{Ri) verifiant des relations de compatibilite (|5.16.3p . En particulier, pour tout i e Ob(/), 
^i'. Ei ^ E^ est un morphisme de topos anneles (respectivement, par Ri et R'j). On designe par 
R"$H. et R^^,;, (n G N) les foncteurs derives des foncteurs 

$, : Mod(i?, i^) -^ M.od{R\E'), 
^„:moA{R,,E,) -^ moA{R',,El). 

Proposition 8.8. Sous les hypotheses de (j8.7p . pour tout R-module M, on a une suite spectrale 
canonique et fonctorielle 

(8.8.1) EP^" = {z ^ RP$„(R''/3„(7*M))}'^ ^ RP+9$,(M), 

ou la source designe le faisceau associe au prefaisceau {i i— >■ R''$i*(R''/3i,(7*Ai^))} sur E' . 

Quitte a elargir U, on pent se borner au cas oii / £ U ([4J II 3.6 et V 1.9). On designe par Top(£') 
et Top(i<^') les topos des faisceaux de U-ensembles sur les sites totaux E et £", respectivement 
(j7.ip . Les morphismes $i definissent un morphisme cartesien de topos fibres ^ — > ^' . Par ailleurs, 
$+ est un morphisme du site total E dans le site total £" ([1] 7.4.10). II definit done un morphisme 
de topos 

(8.8.2) *: Top{E) -^ Top{E') 
tel que pour tout faisceau F = {i i-^ Fi} sur _E, on ait 

(8.8.3) ^4F) = {i^^„{F,)}. 
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En particulier, le diagramme de morphismes de topos 

(8.8.4) E — ^ Top(£;) 



E' -^^ Top{E') 

est commutatif a isoinorphisine canonique pres. L'homomorphisme h: R' ^ ^^{R) induit un ho- 
momorphisme h' : 51{R') —5- *,((5*(i?)) qui fait de '3/: Top(_E) — s> Top(£") un morphisme de topos 
anneles (respectivement, par (5*(i?) et 6'^{R')). 

Comme S' est un plongement, le morphisme d'adjonction (5'*(5^$, -^ $* est un isomorphisme. 
Compte tenu de (|8.8.4I) . on en deduit un isomorphisme (J'*^^*^* ^ $,. Comme le foncteur S'* = S'~^ 
est exact (|8.4[) . la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.4) induit alors une suite spectrale 
fonctorielle en M 

(8.8.5) ^l'" = S'*{RP^,{R^S4M))) ^ RP+9$,(Af). 

En vertu de l7.7l et I8.5f i). on a im isomorphisme canonique de (5^i?')-modules 

(8.8.6) R^*,(R'?5,(Af)) ^{i^ RP$„(R«A,(7*Af))}. 

D'autre part, pour tout objet G de Top(_E'), S'*{G) est canoniquement isomorphe an faisceau sur 
le site co-evanescent £" associe au prefaisceau G (cf. I5.14p ; d'ou la proposition. 

Proposition 8.9. Soient M — {i i-^ Mi} un R-module a droite de E, N — {i i-¥ Ni} un R-module 
d gauche de E . Alors on a un isomorphisme canonique bifonctoriel de faisceaux abeliens sur E 

(8.9.1) M(E)rN ^{i<^ M.cSr^N,}", 

OIL le hut est le faisceau associe au prefaisceau {i t-^ Ali ®r^ Ni} sur E. 

Quitte a elargir U, on pent se borner au cas oii / e U ([4j II 3.6 et IV 12.10). On designe par 
Top(£^) le topos des faisceaux de U-ensembles sur le site total E (|7.ip et par 6: E ^ Top(£^) le 
morphisme canonique (j5.14.ip . que I'on considere comme un morphisme de topos anneles (respec- 
tivement, par R et (5, (_R)). Comme S est un plongement, on a des isomorphismes bifonctoriels 

(8.9.2) M^rN ^ 5*{d4M))®s*^sAR))S*iMN)) 

(8.9.3) 4 S*iS4M)^s,iR)S4N)) 

(8.9.4) 4 d*{{i^ M,(Sr^N,}) 

(8.9.5) ^ {i^ M, (g)_R, N,}" 
en vertu de l5.141 l7.5l et ([?] IV 13.4) ; d'ou la proposition. 

Definition 8.10. On dit qu'un _R-module M — {i i-^ A/.;} de E est adique si le (5, (_R)-module 
(5*(Af) est adique dans le sens de (|7.1ip . autrement dit, si pour tout morphisme /: i — >■ j' de /, le 
morphisme de transition f*{Mj) — > Mi de A/ est un isomorphisme, ou /* designe I'image inverse 
au sens des modules (|8.ip . 

Proposition 8.11. Soient Af = {i H> Mi} et N = {i i-^ Ni} deux R-modules de E tels que M 
soit adique. On a alors un R- isomorphisme canonique 

(8.11.1) Jf^omR{M,N) ^ {i^ ,y^omR^{M„N,)}. 
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En effet, d'apres ()7.13.2|) . on a un isomorphisme canonique 

(8.11.2) UomR{M,N) ^ RomR^{M„N,). 
Soient V un objet de E, c = tt{V), 

(8.11.3) w:E/v^I/c 

le foncteur induit par vr. Pour tout morphisme / : i — >■ c de /, la categorie fibre de nj au-dessus de 
I'objet {i,f) de I/^ est canoniquement equivalente a la categorie {Ei)/f+(^y\. Munissant I/^ de la 
topologie induite par celle de /, et chaque fibre {Ei)/f+(^y\ de la topologie induite par cells de Ei, w 
devient un site fibre verifiant les conditions de (|5.ip . En vertu de 15.361 la topologie co-evanescente 
de E/y relative a w est induite par celle de E au moyen du foncteur canonique "/y : Eiy — > E. En 
particulier, le topos des faisceaux de U-ensembles sur Eiy est canoniquement equivalent a Ei^iyy 
De plus, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(8.11.4) M\e{V) ^ {(z, /) ^ A'h\r{V)}- 

et de meme pour N. Par suite, le _R|e(V^)-module M\£{V) est adique. Notant Sc'- Ec — > Ec le 
foncteur canonique, les isomorphismes (18.11. 2p et (j8. 11.41) induisent un isomorphisme 

(8.11.5) Romnie(v)iM\eiV),N\s{V)) ^ Hom«^|,^(y)(M,|e,(t/),iV,|£,(^)), 
qui est clairement fonctoriel en V ^ Oh{Ec) ; d'ou la proposition ([4J IV 12.1). 

Remarque 8.12. Sous les hypotheses de l8.11[ il resulte aussitot dc l7.13l aue pour tout morphisme 
/: i ^^ j de /. le morphisme de transition du i?-module Jifomii{M, N) est le compose 

riJ^omR^{M,,N,)) ^ jromfl.(r(M,),r(7Vj)) ^ ^omji.(M„ /* (A^,)) ^ JlfomR^{M,,N,), 

ou /* designe Timage inverse au sens des modules, la premiere fleche est le morphisme canonique, 
la deuxieme fleche est induite par I'isomorphisme de transition f*{Mj) —^ Mi de M, et la derniere 
fleche est induite par le morphisme de transition f*{Nj) — !> Ni de N. 

Proposition 8.13. Pour tout R^-module projectif de type fini M^ de E^ (j2.4[) . il existe essentiel- 
lement un unique R-module adique M de E tel que j3^{M) — M^. De plus, M est projectif de type 
fini. 

Pour tout i e Ob(/), notons /^ : i — > i le morphisme canonique et posons A/^ — /*(AfJ. Pour 
tout morphisme / : i — >■ j de /, on designe par 

(8.13.1) uf.Mj^f^iM,) 

le morphisme adjoint de I'isomorphisme canonique 

/*(M,) = f*{f*{M,)) ^ f*iM,) = M.. 

Les morphismes Uf verifient une relation de cocycles du type (^J (1.1.2.2)) ; ils definissent done 
un i?- module M = {i H^ Mi} de E. Montrons d'abord que M est un faisceau (il sera alors 
necessairement un _R- module adique). Notons e^: E^ — >■ E^ le foncteur canonique. II existe un 
recouvrement vertical {Vn — > e)„gE de E (i.e., une famille couvrante de E^) tel que pour tout 
n £ E, Mj£t(F„) soit un facteur direct d'un (i?j£t(V^i))-module libre de type fini. II suffit de 
montrer que pour tout ri G S, la restriction de M a la categorie E/y^ est un faisceau pour la 
topologie induite par celle de E ([llj II 3.4.4). Compte tenu de 15.361 on pent se reduire au cas 
ou 1^ = e, auquel cas il existe un entier d > 0, un _Rt-module N^ de E^ et un i?i-isomorphisme 
Rf —> Mt © iV^. Comme plus haut, on associe a N^, un _R- module N = {i ^^ Ni} de E tel que 
Ni = f*{Ni,). On a alors R"^ —> M (B N, ce qui implique que M et N sont des faisceaux. 
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Montrons ensuite que M est projectif de type fini. Avec les notations precedentes, il suffit de 
montrer que M\e{Vn) est un facteur direct d'un (i?|£(Ki))-module libre de type fini. On pent de 
nouveau se reduire au cas oiiVn = e (|5.36p , auquel cas il existe un entier d > et deux morphismes 
i?,,-lineaires M,, — > Rf — !> M^ dont le compose est I'identite de M^. En vertu de (|7.13.2p . il existe 
alors deux morphismes _R-lineaires M ^> i?'' — > M dont le compose est I'identite de M ; d'ou la 
proposition 



8.14. II resulte de l8.13l et (|7.13.2p qu'on a un foncteur pleinement fidele (|2^ 

(8.14.1) ly: Proj(i?, Jj ^ Proj(i?,i^) 

tel que f3^ o i/ soit isomorphe au foncteur d'inclusion canonique Proj(_Ri, E'J -^ Mod(_Ri, E'J 
(|8.3.3p . En d'autre termes. I'adjoint a gauche du foncteur 

(8.14.2) /3, : Mod(i?, E) -^ Mod{R„E,) 

est defini en tons les objets de Proj(i?,,, E'J et il est donne sur ces objets par le foncteur f, qui est 
done unique a isomorphisme unique pres. 



9. Site et topos finis etales d'un schema 

9.1. Pour tout schema X, on designe par Et/x le site etale de X, c'est-a-dire, la sous-categorie 
pleine de Sch/x (|2.ip formee des schemas etales sur X, munie de la topologie etale ; c'est un U- 
site. On note X^.^ le topos des faisceaux de U-ensembles sur Et/x- On designe par Et(.oh/x (resp. 
Etscoh/x) Is- sous-categorie pleine de Et/x formee des schemas etales de presentation finie sur X 
(resp. etales, separes et de presentation finie sur X), munie de la topologie induite par celle de 
Et/x ; ce sont des sites U-petits. Si X est quasi-separe, le foncteur de restriction de X^t dans le 
topos des faisceaux de U-ensembles sur Etcoh/x (resp. Etgcoh/x) est une equivalence de categories 
([1] VII 3.1 et 3.2). 

9.2. Pour tout schema X, on appelle site fini etale de X et Ton note Etf/x 1^^ sous-categorie 
pleine de Et/x formee des revetements etales de X (c'est-a-dire, des schemas etales finis sur X), 
munie de la topologie induite par celle de Et/x ! c'est un site U-petit. On appelle topos fini etale 
de X et I'on note Xfot le topos des faisceaux de U-ensembles sur Etf/x- L^i topologie etale sur 
Etf/x est clairement moins fine que la topologie canonique. L'injection canonique Etf/x ^ Et/x 
induit un morphisme de topos 

(9.2.1) px-.Xit^Xfit. 

9.3. Soit /: y — > X un morphisme de schemas. Le foncteur image inverse 

(9.3.1) /•: Sch/x ^ Sch/y, X'^X'xxY 
induit deux morphismes de topos que Ton note (pour les distinguer) 

(9.3.2) /et:l6t ^ Xit, 

(9.3.3) ff6t:Yi6t ^ Xfet. 
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On omettra les indices des notations /et et /fet lorsqu'il n'y a aucun risque d'ambigui'te. On verifie 
aussitot que le diagramme de morphismes de topos 

(9.3.4) Ya ^^ Xa 



PY 



PX 



est comniutatif a isomorphisme canonique pres : 

(9.3.5) pxf&t ^ ffctPY- 

9.4. Soient f:Y^Xun revetement etale, 

(9.4.1) r/ : Etf/y -^ Etf/x 

le foncteur defini par composition a gauche avec /. Alors Tf induit une equivalence de categories 
Etf/Y — > (Etf/x)/(Y,/). La topologie etale sur Etf/y est induite par celle sur Etf/x au moyen du 
foncteur Tf. En vertu de ([?] Ill 5.2), Tf est continu et cocontinu. II induit done une suite de trois 
foncteurs adjoints : 

(9.4.2) Tf\ : Yfa -^ X{it, Tf : Xf^t -^ ^tot, t/* : >^fct -> -'^fct, 

dans le sens que pour deux foncteurs consecutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite 
de I'autre. D'apres (jj] III 5.4), le foncteur t/i se factorise a travers une equivalence de categories 
(Yf^t) -^ {^iet)/Y- Le couple de foncteurs {Tt^Tf^,) definit un morphisme de topos Yfct — ^ -'^fct, dit 
morphisme de localisation de Xm en Y. Par ailleurs, rJ est adjoint a gauche du foncteur fat* image 
directe par le morphisme de topos /f^t. Ce dernier s'identifie done canoniquement au morphisme 
de localisation de Xf^t en Y. On renvoie a ([^ VII 1.6) pour les enonces analogues relatifs aux sites 
et topos etales. 

9.5. On designe par ^ la categoric des revetements etales {i.e., la sous-categorie pleine de la 
categoric des morphismes de Sch, formee des revetements etales) et par 

(9.5.1) ^^Sch 

le "foncteur but", qui fait de ^ une categoric fibree clivee et normalisee au-dessus de Sch : la 
categoric fibre au-dessus de tout schema X est canoniquement equivalente a la categoric Etf/Xi 
et pour tout morphisme de schemas /: y ^' X, le foncteur image inverse /+ : Etf/^ -^ Etf/y 
n'est autre que le foncteur changement de base par /. Munissant chaque fibre de la topologie etale, 
^/Sch devient un U-site fibre ([1] VI 7.2.1). On designe par 

(9.5.2) ^ -^ Sch 

le U-topos fibre associe a ^/Sch ([4] VI 7.2.6) : la categoric fibre de ^ au-dessus de tout schema 
X est le topos Xfn , et pour tout morphisme de schemas f : Y -^ X le foncteur image inverse 
/* : Xfct —> Yfct est le foncteur image inverse par le morphisme de topos /fet (|9.3.3p . On note 

(9.5.3) ^"^ -^ Sch° 

la categoric fibree obtenue en associant a tout schema X la categoric ^x = -'^fct, et a tout mor- 
phisme de schemas f : Y ^ X le foncteur /fet* : 5^et -^ -^fet image directe par le morphisme de 

topos /fet. 
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9.6. Soient X un schema connexe, x un point geometrique de X, 7ri(X, x) le groupe fondamental 
de X en x. On designe par ^ti^^x.x) le topos classifiant du groupe profini 7ri(X, a;), c'est-a-dire la 
categorie des U-ensembles discrets munis d'une action continue a gauche de 'ni{X,x) ([1] IV 2.7), 
par ^^{■Ki{X,x)) la sous-categorie pleine de ^-n^i^x.x) formee des ensembles finis et par 

(9.6.1) L:^{MX,x))^^^,ix.x) 
le foncteur d'injection canonique. Alors le foncteur fibre en x 

(9.6.2) o.^:Etf/x^'^(7ri(X,x)), 

qui a un revetement etale y de X associe I'ensemble des points geometriques de Y au-dessus de 
x, est une equivalence de categories ([H] V § 4 et § 7). D'autre part, une famille {Y\ -^ Y)\(zt^ de 
Etf/jf est couvrante pour la topologie etale, si et seulement si elle est surjective, i.e., son image 
dans ^■n-i^(x,x) est surjective, ou ce qui revient au meme, couvrante pour la topologie canonique de 
®7ri(x,5)- P^r suite, la topologie etale sur Etf /^ est induite par la topologie canonique de ^■^-^(x,x) 
au moyen du foncteur l o tu^ ([4J III 3.3). Comme les objets de '^/a {ni{X ,x)) forment une famille 
generatrice de S^j(x,s)j le foncteur 

(9.6.3) fh-'&^,(x;x)^Xitt 

qui a tout objet G de '^■k-i(x.x) (vu comme faisceau representable) associe sa restriction a Etf /X) 
est une equivalence de categories en vertu de ([4J IV 1.2.1). 

Si {Xi)i^i est un revetement universel de X au point x {i.e., un pro-objet de Etf/x qui pro- 
represente cj^), alors le foncteur 

(9.6.4) a^: Xf^t -^ '^tti(x,x), 
defini pour tout faisceau F de Xfct, par 

(9.6.5) a^{F) = Mm F{X,), 

est une equivalence de categories quasi-inverse de /S^-. Celui-ci induit une equivalence de categories 
entre la categorie des faisceaux de groupes (resp. des faisceaux abeliens) de Xfot et la categorie des 
TTi (X, a;)-groupes discrets (resp. des 7ri(X,a;)-Z-modules discrets) (cf. [2] 2.5 et 2.7). En particulier, 
pour tout faisceau abelien (resp. de groupes) F de Xfct et tout entier i > (resp. i G {0, 1}), on a 
un isomorphisme canonique fonctoriel 

(9.6.6) U\Xf6t,F) ~ W{7ri{X,x),a^iF)). 

Definition 9.7. Soit X un schema. On dit que X est localement connexe si I'espace topologique 
sous-jacent est localement connexe, et que X est etale-localement connexe si pour tout morphisme 
etale X' ^ X, toute composante connexe de X' est un ensemble ouvert dans X' . 

On pent faire les remarques suivantes : 

9.7.1. Pour qu'un schema X soit etale-localement connexe, il faut et il sufht que tout X-schema 
etale soit localement connexe ([5] I §11.6 prop. 11), et il suffit que tout X-schema etale qui est un 
schema afhne, soit localement connexe. 

9.7.2. Pour que I'ensemble des composantes connexes d'un schema soit localement fini, il faut 
et il suffit que chaque composante connexe soit ouverte et fermee. C'est le cas pour un schema 
localement connexe. 

9.7.3. Un schema dont I'ensemble des composantes irreductibles est localement fini est localement 
connexe ([H] 0.2.1.5). 
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9.7.4. Un schema quasi-separe X dont Tensemble des composantes irreductibles est localement 
fini (par example un schema dont I'espace topologique sous-jacent est localem.ent noetherien) est 
etale-localement connexe. En effet, pour tout morphisme etale f : X' -^ X ie\ que X' soit afhne, 
/ est quasi-compact et done quasi-fini. Par suite, I'ensemble des composantes irreductibles de X' 
est localement fini en vertu de ([T5] 2.3.6), et X' est localement connexe (|9.7.3p . 

Remarque 9.8. Soient X un schema dont I'ensemble des composantes connexes est localement 
fini, X un point geometrique de X, Lp^ le foncteur fibre de X^t associe h x, Y \& composante 
connexe de X contenant x (qui est alors une partie ouverte et fermee de X), j : F — > X I'injection 
canonique, a^: yfot -^ ^Tnfy.a) I'equivalence de categories definie par un revetement universel de 
Y au point x (I9.6.4[) . 7: ©^^(y,^) — ^ Ens le foncteur d'oubli de Taction de 7ri(F, x). Alors on a un 
isoniorphisme canonique de foncteurs 

(9.8.1) (/Tjrop^f ^.7oa-oj;^^. 

En effet, pour tout V € Ob(Etf/x)j on a if^{p*^V) = (p-(V^), et cet ensemble s'identifie a la fibre 
geometrique V^ de F au-dessus de x. Par suite, V est un voisinage du point px{x) de Xfot ([1] 
IV 6.8.2) si et seulement si Vx est non vide, ou ce qui revient au meme, si et seulement si Y est 
contenu dans I'image de V dans X. Soit {Yi)i!^i un revetement universel de Y au point x. Pour 
tout z G /, de par sa definition, ipxiYi) contient un element distingue. On pent done canoniquement 
considerer Y^ comme un voisinage de px{x) dans le site Etf/x- De plus, il resulte de I'equivalence 
de categories (19.6.211 que le systeme {Yi)i^i est cofinal dans la categoric (opposee de la categoric) 
des voisinages de px{x) dans le site Etf/x- L 'isoniorphisme (|9.8.ip resulte alors de ([1] IV 6.8.3), 
et de la definition (|9.6.5p . 



Proposition 9.9. Soit X un schema coherent (resp. un schema ayant un nombre fini de compo- 
santes connexes). Alors tout objet de Etf /^ est coherent dans X[^t ; en particulier, le topos Xf^t 
est coherent. 

Pour la premiere proposition, comme les produits fibres sont representables dans Etf /^ , il suffit 
de montrer que tout objet de Etf/x est quasi-compact ([4] VI 2.1). Si X est coherent, tout objet de 
Etf /x est un schema coherent, et est done quasi-compact en tant qu'objet du site Etf /^ . Supposons 
ensuite que X ait un nombre fini de composantes connexes Xi, . . . ,X„. II suffit de montrer que 
pour tout objet Y de Etf/x et tout 1 < i < n^Y y.x Xi est quasi-compact ([4 VI 1.3). On pent 
done supposer que I'image de Y dans X est egale a Xi. Quitte a remplacer X par Xi (19. 4p . on 
pent se borner au cas ou X est connexe. II resulte alors de I'equivalence de categories (j9.6.2p que 
Y est quasi-compact. 

Comme les limites projectives finies sont representables dans Etf/x i la seconde proposition 
resulte de la premiere et de ([3] VI 2.4.5). 

Corollaire 9.10. Pour tout schema X dont I'ensemble des composantes connexes est localement 
fini, le topos X[ct est algebrique. 

En effet, les composantes connexes {Xi)i^i de X sont ouvertes et fermees (|9.7.2p . Par suite, 
{Xi — !• X)i^j est un recouvrement de Etf/x. D'autre part, pour tout i G /, le topos {X{ct)/Xi ~ 
{Xi){f,t est coherent en vertu de 19.91 et le morphisme Xi — J> X est clairement quasi-separe dans 
Xfet- II resulte alors de la definition ([4j VI 2.3) que Xfct est algebrique. 

Corollaire 9.11. Pour tout schema coherent X , le morphisme px '. ^et ~^ ^fct est coherent. 

En effet, pour tout objet Y de Etf/x, PxO^) — ^ est un objet coherent de Xgf Par suite, px 
est coherent en vertu delHUet (|4J VI 3.2). 
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Lemme 9.12. Soient X un schema, F un faisceau abelien de torsion, localement constant et 
constructihle de Xgt- Alors : 

(i) // existe un revetement etale Y ^f X et un homomorphisme surjectif u : Zy^j. — ?> F, oil Zy^^. 
est le Z-module libre de Xn engendre par Y ([4] IV 11.3.3). 

(ii) Si px*{F) = 0, alors F ^ 0. 

(i) Par descente, F est representable par un objet Y de Etf/^ ([4] IX 2.2). L'identite de F 
definit alors une section e de F{Y) et par suite un homomorphisme u : Zy^.^ -^ F qui est clairement 
surjectif. 

(ii) Considerons K et m comme dans (i) et notons Zy^.^^ le Z-module libre de Xfot engendre par 
Y. On a p^fC^Ytot) — '^Yit 6n vertu de ([4' IV 13.4(b)). On en deduit un homomorphisme surjectif 
u: p*^{'LYitt) — ^ F. Soit v. Iyi^i ^ Px*iF) le morphisme adjoint de u. Si px*{F) ~ 0, alors u = 
et par suite u — 0, ce qui implique que F = 0. 

Lemme 9.13. Soient X un schema dont Vensemhle des composantes connexes est localement fini, 
Y un objet de Etf/x? F un faisceau abelien de Xfct, e G F{Y). Notons liYttt 'c 1-module libre de 
Xfct engendre par Y ([4J IV 11.3.3) et u: liYm -^ F I 'homomorphisme associe a e. Alors : 

(i) Y est un faisceau localement constant et constructible de Xct- 

(ii) Si u est un epimorphisme, alors p*^{F) est un faisceau abelien localement constant et 
constructible de X^t- 

(i) On peut se borner au cas oii X connexe (|9.7.2p . D'apres (|9.6.2p . il existe un revetement etale 
surjectif X' ^ X tel que Y Xx X' soit X'-isomorphe a une somme disjointe finie de copies de X' , 
d'ou I'assertion. 

(ii) Procedant comme dans (i), on peut se reduire au cas ou X est connexe et Y est X-isomorphe a 
une somme disjointe finie de copies de X, en vertu de (|9.3.4p et ([5] IV 13.4(b)). Done e correspond 
a des sections ei,...,e„ £ F{X) telles que 1' homomorphisme induit Z^,, — )► F soit surjectif. 
Considerons un point geometrique x de X, et reprenons les notations de (j9.6p . On en deduit, 
compte tenu de I'equivalence de categories (j9.6.4p . que a^(-F) est un groupe abelien de type fini, 
muni de Taction triviale de 'iti{X,x). Par suite, F est un faisceau abelien constant de Xi^^t de valeur 
ax{F), et il en est alors de meme de p\{F). 

Lemme 9.14. Soient X un schema dont Vensemble des composantes connexes est localement fini, 
F un faisceau de X{(,t- Alors la categoric (Etf/x)/_F est filtrante. 

II sufht de montrer que les sommes de deux objets et les conoyaux des doubles fleches sont 
representables dans (Etf/x)/_F (12 I 2.7.1). S\ U ei V sont deux objets de (Etf /x)/Fj la- somme 
disjointe U UV est un revetement etale de X qui represente la somme deU etV dans {Etf / x) / f ■ 
Soient f,g: U ^V une double fleche de (Etffx)/F, G son conoyau dans Xf^t- H suffit de montrer 
que G est representable par un objet de Etf /x- H existe un recouvrement etale {Xi -^ X)i^i de 
Etf/x tel que, pour tout i ^ I, Xi soit connexe (|9.7.2p . Par descente, il suffit de montrer que, 
pour tout i € /, G\Xi est representable par un objet de Etf/x^ ([12] VIII 2.1 et 5.7, [II] II 3.4.4). 
On peut done se borner au cas ou X est connexe. Considerons un point geometrique x de X, 
reprenons les notations de (|9.6I) et identifions Etf/^ avec la categoric '^{■ki{X,x)) au moyen de 
I'equivalence de categories (|9.6.2p . Comme dans toute categoric galoisienne, les limites inductives 
finies sont representables ([12] V 4.2), le conoyau W de la double fleche (/, g) est representable dans 
'Tf{'!Ti{X,x)). II est immediat de voir que W est aussi le conoyau de (/,(?) dans le topos ©^^(x,^)- 
Identifiant Xfet avec 25 ^^(x,^) ^^ moyen du foncteur (j9.6.4p . on voit alors que W represente G. 
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Proposition 9.15. Si X est un schema coherent, ayant un nomhre fini de composantes connexes, 
alors le morphisme d'adjonction id — )• px*Px ^^^ ^'^ isomorphisme ; en particulier, le foncteur 
Px '■ ^fct -^ Xct est pleinement fidele. 

Soit G un faisceau de Xf^t. D'apres ([4] II 4.1.1), le morphisme canoniqiic de Xf^t 

(9.15.1) lim U^G 

est un isomorphisme. Comme le foncteur p^ commute aux limites inductives et qu'il prolonge le 
foncteur d'injection canoniquc Etf/j^ -^ Et/Xj on en deduit un isomorphisme de X^t 

(9.15.2) lim U ^ p*xiG). 

(Ett/x)/<3 

D 'autre part, les topos X^t et Xfct sont coherents (|9.9p et le morphisme px est coherent (|9.1ip . 
Done le foncteur px* commute aux limites inductives filtrantes. En effet, la preuve de (f¥] VI 5.1) 
vaut aussi pour le foncteur image directe des faisceaux d'ensembles. Comme la categoric (Etf/x)/G 
est filtrante d'apres H). 141 on en deduit un isomorphisme 

(9.15.3) hm U ^ px4P*xiG))- 

Par fonctorialite, le morphisme d'adjonction G — > px*{p*xG) est la limite inductive des morphismes 
identiques id^/, pour les objets U de (Etf/x)/G. C'est done un isomorphisme, d'ou la premiere 
proposition. La seconde proposition est equivalente a la premiere par les proprietes generales des 
foncteurs adjoints. 

Remarque 9.16. Soient X un schema, G un faisceau de Xfct. D'apres ([4] I 5.1 et 111 1.3), p*x{G) 
est le faisceau associe au prefaisceau F sur Et/x defini, pour tout V G Ob(Et/x)j par 

(9.16.1) F{V) = lim G{U), 

ou Iv est la categoric des couples ([/, u) formes d'un objet U de Etf/x et d'un X-morphisme 
u: V ^ U. De plus, le morphisme d'adjonction G — > px-*{p*xG) est induit par le morphisme de 
prefaisceaux sur Etf/x defini, pour tout U G Ob(Etf/x)j P^r risoniorphisnie canoniquc 

(9.16.2) G{U) ^ F{U); 

en eflfet, Ijj admet un objet final, a savoir ([/, id[/). On prendra garde que cela n'implique pas en 
general que le morphisme d'adjonction id -^ px*Px ^oi^ un isomorphisme, puisque p*x{G) n'est 
pas en general egal a F. 

Corollaire 9.17. Soient X un schema coherent, ayant un norahre fini de composantes connexes, 
F un faisceau (resp. faisceau abelien de torsion) de X^t- Alors les conditions suivantes sont equi- 
valentes : 

(i) // existe un faisceau (resp. faisceau abelien de torsion) G de X^t et un isomorphisme F ~ 

P*xiG)- 
(ii) F est limite inductive dans Xn d'un systeme inductif filtrant de faisceaux (resp. faisceaux 
abeliens de torsion) localement constants et constructibles. 
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Montrons que (i) implique (ii). Soit G un faisceau de Xm. D'apres (|9.15.2p . on a un isomorphisme 
de Xtt 

(9.17.1) lim U ^ p*x{G). 

(Ett/x)/G 

On en deduit par I9.13f i) et 19.141 que p\ (G) verifie la condition non respee du (ii) . 

Soit G un faisceau abelien de torsion de Xfet. Pour tout objet U de (Etf/x)/G! notons 'Zjj^^^ le 
Z-module libre de Xf^t engendre par U et Hu Tirnage du morphisme canonique Zf/j^^ — )> G ([4^ IV 
11.3.3). L'isoniorphisnie (|9.15.ip induit un isomorphisme de groupes de Xfet 

(9.17.2) lim Hu ^ G. 

t/e(Etfyx)/G 

On en deduit alors un isomorphisme de groupes de X^t 

(9.17.3) hm p*^{Hu) -^ p*x{G). 

(Etf/x)/G 

D'apres [9. 13r ii) et ([4j IX 1.2), p*x{Hu) est un faisceau abelien de torsion, localement constant et 
constructible de X^.^. Comme la categoric (EAf j x) / G est filtrante (|9.14p . p*x{G) verifie la condition 
respee du (ii). 

Montrons que (ii) implique (i). Considerons en premier lieu le cas ou F est un faisceau d'en- 
sembles. Par descente, si F est localement constant et constructible, il est representable par un 
objet Y de Etf/x ([4j IX 2.2) ; on a done un isomorphisme F ^ p*^{Y)^ ce qui demontre la pro- 
priete requise dans le cas envisage. Le cas general s'en deduit puisque p*^ est pleinement fidele 
(|9.15p et commute aux limites inductives. 

Considerons ensuite le cas ou F est un faisceau abelien de torsion, localement constant et 
constructible. D'apres [9. 12f i). il existe un revetement etale F — ?• X et un homomorphisme surjectif 
u : Zy^j -^ F, ou Zy^j est le Z-module libre de X^t engendre par Y. Notons Zy^^^ le Z-module libra de 
Xfet engendre par Y. On a p^cC^Ff^t) — ^Vct ^^ vertu de (g] IV 13.4(b)). Soient v. Zy^^^ -> Px*{F) 
le morphisme adjoint de u, G I'image de v, w: Px{G) — > F I'adjoint du morphisme canonique 
G — > px*{F) et H le noyau de w. II est clair que w est surjectif. D'autre part, px*{F) est de 
torsion en vertu de 19.91 [9.1 II et ([4j IX 1.2(v)) ; il en est alors de meme de G et de p'^{G). D'apres 
I9.13r ii). p*x{G) est un faisceau abelien localement constant et constructible de Xct- Par suite, H 
est un faisceau abelien de torsion, localement constant et constructible en vertu de ([4j IX 2.1(ii) 
et 2.6). D'une part, la suite 

(9.17.4) ^ px*{H) ^ Px*{p*x{G)) ^ px*{F) 

est exacte. D'autre part, le morphisme d'adjonction G — > px*{p*x{G)) est un isomorphisme en 
vertu de l9.15l On en deduit que px*{H) = et par suite que iJ = en vertu de l9.12f iiV Done w 
est un isomorphisme, ce qui demontre la propriete requise dans le cas envisage. 

Enfin, le cas ou F est limite inductive dans X^t d'un systeme inductif filtrant de faisceaux 
abeliens de torsion, localement constants et constructibles se deduit du cas precedent puisque p"^ 
est pleinement fidele (|9.15p et commute aux limites inductives. 

Definition 9.18. On dit qu'un schema X est K{tt, 1) si pour tout entier n > 1 qui est inver- 
sible dans ^x et tout faisceau F localement constant et constructible de Z/nZ- modules de Xct, 
I'homomorphisme d'adjonction F — ^ Yipx*iPxF) est un isomorphisme. 

Cette notion ne semble raisonnable que pour les schemas qui satisfont aux conclusions de 19.151 
et 19.171 en particulier pour les schemas coherents, ayant un nombre fini de composantes connexes. 
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10. Site et topos de Faltings 
10.1. Dans cette section, f : Y -^ X designe un morphisme de schemas et 

(10.1.1) TT-.E^tt/x 

le U-site fibre deduit du site fibre des revetements etales i^/Sch (|9.5.ip par changement de base 
par le foncteur 

(10.1.2) Et/x ^ Sch, U^UxxY. 

On dit que n est le site fibre de Faltings associe a /. On pent decrire explicitement la categorie E de 
la fagon suivante. Les objets de E sont les morphismes de schemas V ^ U au-dessus de / : y — >■ X 
tels que le morphisme U ^ X soit etale et que le morphisme V — > Uy ~ U Xx Y soit etale fini. 
Soient (V -> [/'), {V -^ U) deux objets de E. Un morphisme de {V -^ U') dans {V -^ U) est la 
donnee d'un X-morphisme [/'—>[/ et d'un y-morphisme V —^ V tels que le diagramme 

(10.1.3) 




soit commutatif. Le foncteur tt est alors defini pour tout objet (V — > U) de E, par 
(10.1.4) 7r(F -^U)^U. 

On notera que le site fibre tt verifie les conditions de lS.ll ainsi que la coiiditioii l5.30r i'). On munit 
E de la topologie co-evanescente associee a vr (|5.3p . autrement dit, la topologie engendree par les 
recouvrements {{Vi -^ Ui) — >■ (^ — >■ t/)}ig/ des deux types suivants : 

(v) Ui — U pour tout i e /, et [Vi — )► T^)ie/ est un recouvrement etale. 

(c) (Ui —7- U)i(zi est un recouvrement etale et Vi = Ui Xjj V pour tout i G I. 
Le site co-evanescent E ainsi defini est encore appele site de Faltings associe a / ; c'est un U-site. On 
designe par E (resp. E) la categorie des prefaisceaux (resp. le topos des faisceaux) de U-ensembles 
sur E. On appelle encore E le topos de Faltings associe a, f. Si F est un prefaisceau sur E, on note 
F'^ le faisceau associe. 

Remarque 10.2. La categorie E a ete initialement introduite par Faltings, mais avec une topologie 
qui est en general strictement moins fine que la topologie co-evanescente, a savoir, la topologie 
engendree par les families de morphismes {{Vi -^ Ui) -^ {V ^ C^)}ie/ telles que {Vi — )► V)i^i et 
{Ui — i> U)i(zi soient des recouvrements etales ([9J page 214). En efFet, si Y est vide, E est le topos 
vide, c'est-a-dire qu'il est equivalent a la categorie ponctuelle ([4J IV 2.2 et 4.4). Cela resulte de 
15.91 puisque pour tout U £ Ob(Et/x)! Uy est vide, et done ([/y)fct est le topos vide. Par contre, si 
I'on munit E de la topologie consideree par Faltings, on obtient le topos X^t- Get exemple montre 
aussi que la topologie consideree par Faltings ne satisfait pas en general la proDOsition l5.81 qui joue 
pourtant un role essentiel dans son approche, d'oii la necessite de la modifier comme nous I'avons 
fait dans 110.11 Nous donnerons dans [3] un exemple qui illustre un autre defaut de la topologie 
consideree par Faltings. 



Remarque 10.3. II resulte de l5.6l et du fait que E admet un objet final que les limites projectives 
finies sont representables dans E, que le foncteur tt est exact a gauche et que la famille des recou- 
vrements verticaux (resp. cartesiens) de E est stable par changement de base. En fait, la limite 
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projective d'un diagramme 

(10.3.1) {V" -^ U") 



[V -^ U') ^ {V -^ U) 

de E est representable par le morphisme {V' XyV" — s> U' XjjU"). En effet, ce morphisme represente 
clairement la limite projective du diagramme (|10.3.ip dans la categoric des morphismes de schemas 
au-dessus de /. 11 suffit done de montrer que c'est un objet de E, ou encore que le morphisme 

(10.3.2) V' XvV" ^Uy Xu^Uy 

est un revetement etale. Celui-ci est clairement un morphisme de Et/y, et est done etale. D'autre 
part, le diagramme 



1/ 



(10.3.3) V'xvV" >-V'xu^V- 



V ^^-^Vxu^V 

oil Ay est le plongement diagonal, est cartesien. Comme Ay est une immersion fermee, on en 
deduit aussitot que le morphisme (|10.3.2p est fini, d'oii notre assertion. 

10.4. Supposons X quasi-separe, et notons par • Pun des deux symboles "coh" pour coherent, ou 
"scoh" pour separe et coherent, introduits dans 19.1 1 On designe par 



(10.4.1) n,: E,^EK/x 

le site fibre deduit de n par changement de base par le foncteur d'injection canonique (j9.ip 

(10.4.2) ^:Et,/;f ^Et/x, 
et par 

(10.4.3) ^-.E^-^E 

la projection canonique. On notera que if est exact a gauche et que les hypotheses de 15.191 sont 
satisfaites. Par suite, si Ton munit E^, de la topologie co-evanescente definie par tt^ et si Ton note E^, 
le topos des faisceaux de U-ensembles sur E^,, le foncteur $ induit par restriction une equivalence 
de categories 

(10.4.4) ^s-E^E^,. 

De plus, la topologie co-evanescente de E^ est induite par celle de E an moyen du foncteur $, en 
vertu de [5T20l 

Proposition 10.5. Supposons X etY coherents. Alors : 

(i) Pour tout objet (V — >■ U) de -Ecoh; (V ^ U)"" est un objet coherent de E. 
(ii) Le topos E est coherent; en particulier, il a suffisamment de points. 

(i) En effet, tout objet de Etcoh/jf est quasi-compact. D'autre part, tout objet W de Etcoh/F est 
un schema coherent ; done tout objet de Etf /^ est quasi-compact en vertu de l9.9l La proposition 
resulte alors de ()10.4.4p et l5.25r iii) (appliques au site fibre TTcoh (|10.4.ip ). 

(ii) Cela resulte delEHiv) et ([4J VI § 9). 
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10.6. On munit Et/x de I'objet final X, et E de I'objet final {Y — > X). Les foncteurs ax\ (|5.1.2p 
et cr+ ()5.30.4p sont alors explicitement definis par 

(10.6.1) ax! : Etf/y -^ £;, V ^ {V ^ X), 

(10.6.2) cr+: Et/x->^, [/ ^-^ (C/y -> C/). 

Ceux-ci sont exacts a gauche et continus (|5.30p . lis definissent done deux morphismes de topos 

(10.6.3) P:E^Y,a. 

(10.6.4) a:E^Xif 

Pour tout faisceau F = {U i-> Fy} sur E, on a /3^,{F) — Fx- 
Lemme 10.7. (i) Le foncteur 

(10.7.1) *+;^^Et/y, (l^^C/)i-^l/ 

esi continu et exact a gauche ; il definit done un morphisme de topos 

(10.7.2) ^-.Yit^E. 

(ii) Pour tout faiseeau F de Yet, on a un isomorphisme eanonique de E 

(10.7.3) ^4F)^{U^puy^4F\UY)}: 

oil pour tout objet U de Et/x, PUy • (C^y)6t — ^ (t^y)fct esi le morphisme eanonique (|9.2.ip . ei 
powr foM< morphisme g: U' ^ U de Et/x, ^e morphisme de transition 

(10.7.4) PL.,,(F|[/y) ^ (5y)fct,(pc/^*(i^lC/^)) 
esi le compose 

(10.7.5) m,,(^|C/Y) ^ PUy*{{9y)6UF\U{.)) ^ {gY)f6t*{pu^.{F\U{.)), 

dans lequel la premiere fleehe est induite par le morphisme d'adjonction id — ?■ (3i')et*(5y)|t 
et la seconde fleehe par (j9.3.4p . 

En effet, ^1^+ est clairement exact a gauche (|10.3p . D'autre part, pour tout faisceau F de Y^t, on 
a un isomorphisme eanonique de E 

(10.7.6) Fo^>+ ^{U^puy4F\Uy)}, 

oh le membre de droite est le prefaisceau sur E defini par les morphismes de transition (|10.7.5p . Soit 
{Ui -^ U)iei un recouvrement de Et/x- Pour tout («, j) G P, posons Vi — UiXxY, Uij — Ui XuUj 
et Vij = Uij Xx Y, et notons /i^ : Vi ~> Uy et hij : Vij — ?> Uy les morphismes structuraux. La suite 

(10.7.7) 0^F\Uy^Y[ih,)6t*{F\V,)^ Y[ {K,)6t,{F\V,j) 

i&I (i.j)ei^ 

est exacte. Comme puy* commute aux limites projectives, on en deduit par (19.3.41) que la suite 

(10.7.8) O^PUv*iF\Uy)-^'[[{h,)f^t,ipvAFm)^ n ihv)fet*ipv,,*{F\V,j)). 

est exacte. Par suite, F o ^1^+ est un faisceau sur E en vertu de l5.8[ d'ou la proposition. 
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10.8. Explicitons les constructions du (|6.1|) pour le foncteur ^+ defini dans (|10.7.1|) . Le foncteur 
compose 

(10.8.1) *+ o cr+ : Et/x ^ Et/y 

n'est autre que le foncteur image inverse par /: y — > X ; on a done f^t ~ cr^. D'autre part, pour 
tout objet U de Et/x, le foncteur (|6.1.5p 

(10.8.2) *+:Etf/t,^^Et/c,^ 

induit par '^'^ , s'identifie a I'injection canonique. On pent done identifier le morphisme ^[/ (J6.1.6P 
au morphisme canonique pu^ '■ iUY)6t -^ (C/F)fct (|9.2.ip ; en particulier, on a /?$ = py (|6.1.9p . 
Pour tout morphisme g: U' ^f U Ae Et/jf, le diagramme (j6.2.ip s'identifie alors au diagramme 
(|9.3.4p . Des isomorphismes '^*a* — f^^ et '^* j3* — Py- on deduit par adjonction des morphismes 

(10.8.3) a* ^ ^jr„ 

(10.8.4) (3* ^ **p;.. 

Proposition 10.9. Supposons X quasi-separe, et Y coherent et etale-localement connexe 
Pour tout objet U de Et/jf, notons hjj: Uy -^ Y la projection canonique. Alors : 

(i) Pour tout faisceau F de Yfct, P*{F) est le faisceau sur Ecoh defini par {U H- (ft.c/)fet^} 

(ii) Le morphisme d'adjonction id — )> /3*/5* est un isomorphisme. 

(iii) Le morphisme d'adjonction j3* — > ^»py p0.8.4p est un isomorphisme. 

On notera d'abord que les trois foncteurs 

(10.9.1) 
(10.9.2) 
(10.9.3) 

sont bien definis, continus et exacts a gauche. Les morphismes de topos qu'ils definissent s'identifient 
a /3, tr et ^, respectivement, compte tenu de p0.4.4p et 19.11 D'autre part, pour tout objet U de 
Etcoh/Xj le schema Uy est coherent et localement connexe. Par suite, le morphisme d'adjonction 
id — >■ PUy*Pu ^^^ ^^ isomorphisme en vertu de l9.15l La proposition resulte done de l6.3l 

Proposition 10.10. Supposons X etY coherents. Alors les morphismes /3, a et^! sont coherents. 

En effet, tout objet de Etcoh/x est coherent dans X^t ; tout objet de Etf/y est coherent dans 
^fot (|9.9p ; pour tout objet {V — > U) de i^coh, {V -^ U)"" est un objet coherent de E d'apres [T0.5f i'). 
La proposition resulte done de ([4J VI 3.3), compte tenu de la preuve de 110.91 

Remarque 10.11. On a un 2-morphisme 

(10.11.1) t: ff6tP^Px<J, 

tel que pour tout faisceau F sur E et tout U G Ob(Etf/x)j 

f!6Ul3.{F)){U) -^ px4MF)){U) 

soit I'application canonique F{Uy — > X) -^ F{Uy — > U). 



ax\ ■ Etf/y -^ -Ecoh, 


V^iV^X), 


^coh- Etcoh/X -^ Ecoh, 


U^{Uy^ U), 


*coh- ^coh -^ Etcoh/F, 


(V^U)^ V, 
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10.12. Considerons un diagramme commutatif de morphismes de schemas 



(10.12.1) 



On designe par 
(10.12.2) 



Y'^^X' 



Y 



-^X 



tt': E' 



Et 



/X' 



le site fibre de Fallings associe a /' (|10.ip . On niunit E' de la topologie co-evanescente associee 
a tt' et note E' le topos des faisceaux de U-ensembles sur £". Pour tout objet {V -^ U) de E, le 
morphisme canonique V Xy Y' ^)- U Xx X' est un objet de E'. On definit ainsi un foncteur 



(10.12.3) 



<^+:E~^E', {V ^U)^ {V xyY' ^U XxX'), 



qui est clairement exact a gauche (|10.3p . Pour tout faisceau i^ = {[/' M> Fiji} sur E' , F o $+ est 
le prefaisceau sur E defini par 



^10.12.4) 



{U^{9'u)f6UFu><,X')}, 



oil pour tout U e Ob(Et/x)i 9ij- UxxY'^-UxxY est le changement de base de g'. Soit {Ui -^ 
U)i£i un recouvrement de Et/x- Comme le foncteur {g'ij){ct* commute aux limites projectives, 
la relation de recoUement de F relativement au recouvrement {Ui Xx X' — > U Xx X')i^i ()5.8.1I) 
implique la relation analogue pour F o $+ relativement au recouvrement (Ui — > U)ii=i. Par suite, 
F o $+ est un faisceau sur E (|5.8p , et $+ est continu. Celui-ci definit done un morphisme de topos 



(10.12.5) ^-.E'^E. 

II resulte aussitot des definitions que les carres du diagramme 

/3' 



(10.12.6) 



Kt 



96t 

X6t^ 



■E'- 



E- 



-'fot 



Yfi 



ou /3' et a' sont les morphismes canoniques (|10.6.3p et (110.6. 4p relatifs a /', sont commutatifs a 
isomorphismes canoniques pres. D' autre part, le diagramme 



(10.12.7) 



^t ^E' 



Sot 



Yt 



E 



ou \I'' est le morphisme (|10.7.2p relatif a /', est commutatif a isomorphisme canonique pres. 
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Remarque 10.13. Conservons les hypotheses de ll0.12| soient de plus F un faisceau abelien de 
E^ i un entier > 0. Alors le diagramme 

(10.13.1) W{Yfiul3,F) ^W{E,F) 



ii^{Y,',„9',UP.F)) 



ff (r4,/3:($*^)) ^W{E',<P*F) 

ou les fleches horizontales provienneiit des suites spectrales de Cartan-Leray ([1] V 5.3), u et w sont 
les morphismes canoniques et v est induit par le morphisme de changement de base relativement 
au carre droit de (|10.12.6p (P (1.2.2.2)). 

10.14. Soit (/' : Y' -^ X') un objet de E. On note 

(10.14.1) tt': E' ^m/x' 

le site fibre de Faltings associe a /'. Tout objet de E' est naturellement un objet de E. On definit 
ainsi un foncteur 

(10.14.2) ^-.E'^E. 

On verifie aussitot que $ se factorise a travers une equivalence de categories 



^10.14.3) 



E' ^E 



/{Y'^X'), 



qui est nieme une equivalence de categories sur Et /x' ( [12j VI 4.3), pour le foncteur 



(10.14.4) 



E 



/(Y'^X') 



Et 



/X' 



induit par tt. II resulte alors de 15.361 que la topologie co-evanescente de E' est induite par celle de 
E au moyen du foncteur $. Par suite, $ est continu et cocontinu (f4] III 5.2). II definit done une 
suite de trois foncteurs adjoints : 



(10.14.5) 



^r.E'^E, ^*:E^E', <^^: E' ^ E, 



dans le sens que pour deux foncteurs consecutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite de 
I'autre. D'apres (^ III 5.4), le foncteur $! se factorise a travers une equivalence de categories 



(10.14.6) 



E' ^E 



/(Y'^X'Y 



Le couple de foncteurs ($*, $») definit le morphisme de localisation de E en {¥' -^ X')" 
(10.14.7) ^-.E'^E. 



Comme ^■. E' ^ E est un adjoint a gauche du foncteur $+ : E ^ E' defini dans (|10.12.3p . le 
morphisme (|10.14.7p s'identifie au morphisme defini dans (|10.12.5I) . en vertu de ([4J III 2.5). 
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10.15. Soit 
(10.15.1) 



w: D 



Et 



/x 



le site fibre associe au foncteur image inverse /+ : Et/x — s> Et/y defini dans (|5.5|) . On munit D de 
la topologie co-evanescente relative a w. On obtient ainsi le site co-evanescent associe au foncteur 
/+ defini dans (|4.ip . dont le topos des faisceaux de U-ensembles est Xtt Xx^t ^t (|4.10p . Tout 
objet de E est naturellement un objet de D. On definit ainsi un foncteur pleinement fidele et exact 
a gauche 



(10.15.2) 



p+: E 



D. 



Pour tout U £ Ob(Et/x)i la restriction de /?+ aux fibres au-dessus de U n'est autre que le foncteur 
d'injection canonique Etf/^/^ — > Et/fj^, autrement dit, le foncteur ^J p0.8.2p . Le foncteur p+ 
s'identifie done au foncteur portant le meme nom, associe au foncteur \I>+ et defini dans (|6.4.2p . 
Celui-ci est continu et exact a gauche. II definit done un morphisme de topos (|6.4.4|) 

(10.15.3) p:Xt,Xx,,Yit^E. 

II resulte aussitot des definitions que les carres du diagranime 

(10.15.4) Xet ^^ 



p 



Ym ^ Y&t 



P 



PY 



Xtt -* E - 

sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres. De plus, on a un diagramme comniutatif 

te*P 



^10.15.5) 



fmPp ■ 



f{etPYP2 



^ px(jp 



px *Td 
-^ px /ctP2 *- PXPl 



ou td est le 2-niorphisnie (|4.11.5I) . te est le 2-morphisnie ()10.11.ip . les fleches verticales sont les 
isomorphismes sous-jacents au diagramme ()10.15.4p . et la Heche horizontale non libellee provient 
de (|9.3.4p . D 'autre part, le diagramme 



(10.15.6) 



^Xet XX,, Fet 




OU "^ B est le morphisme (|4.13.4p . est comniutatif a isomorphisme canonique pres. 

Proposition 10.16. Supposons X quasi-separe, et Y coherent et etale-localement connexe 
Alors le foncteur 



(10.16.1) 

est pleinement fidele. 



E 



-'^ct Xx^t ^ct 
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En effet, notons Ecoh et Dcoh les sites fibres sur Etcoh/x deduits de E et D, respectivement, par 
chaiigement de base par le foncteur d'iiijection canonique Etj-oh/x ^ Et/^ (|10.4p . Le foncteur p+ 
pO.i5.2p induit un foncteur 

(10.16.2) P+oh-^coh-^i?coh, 

qui definit le meme morphisme de topos p conipte tenu de (|10.4.4|) . D'autre part, pour tout 
U G Ob(Etcoh/x)7 le schema Uy est coherent et localement connexe. Par suite, le morphisme 
d'adjonction id — > PUy*Pij dans {UY)i&t est un isomorphisme d'apres F9.15l La proposition resulte 
done del6.6l 



Corollaire 10.17. Supposons X et Y coherents, et Y etale-localement connexe. Alors la famille 
des points de E images par p des points de X(.t Xx^t ^6t esi conservative. 

Cela resulte de 110.161 puisque le topos X^t Xx<5t ^t a sufSsamment de points en vertu de 15.281 
(on notera que / est coherent). 

Corollaire 10.18. Sous les hypotheses de (|10.16p . la topologie co-evanescente de E est induite 
par la topologie co-evanescente de D au moyen du foncteur canonique p"*" (jl0.15.2p . 

II sufBt de calquer la preuve de 16.81 

10.19. D'apres 14.201 et ([4j VIII 7.9), la donnee d'un point de X^.^ Xx^t ^ct est equivalente a la 
donnee d'une paire de points geometriques x de X et y de y et d'une fleche de specialisation u de 
f{y) vers x, c'est-a-dire, d'un X-morphisme u:y-^ ^(s); ou Xi-^\ designe le localise strict de X 
en X. Un tel point sera note (y ~-» x) ou encore (u: y -^ x). On designe par p(y -^ x) son image 
par p (|10.15.3p . qui est done un point de E. Pour tous F E Ob(X6t) et G G Ob(lfot), on a des 
isoniorphismes canoniques fonctoriels 

(10.19.1) (a*F)p^y^^) 4 F^, 

(10.19.2) (/3*G)p(j;^5) ^ {p*YG)y. 
D'apres (|10.15.5p . pour tout H E Ob(J'('f6t), I'application 

(10.19.3) (^*(p^ij))^(_^^^ ^ (r(/;,tif))p(^^^) 

induite par r (jlO.ll.ip . s'identifie canoniquement au morphisme de specialisation defini par u 

{p*^H)^-^{p*xH)fUj). 
Pour tout objet {V -^ U) de E, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(10.19.4) (V -> t/);(^^^) ^ U^ y-unr^ % 

ou I'application Vy -4 C^/(y) est induite par V ^ U ^ ei I'application Ux — > Ufiy) est le morphisme 
de specialisation defini par u. Cela resulte de (|4.20.6p et du fait que p* prolonge p+ ([3] III 1.4). 

Remarque 10.20. Soient U E Ob(Et/x)7 a;, z deux points geometriques de X, u une fleche de 
specialisation de z vers x, u* : Ux -^ U-g le morphisme de specialisation correspondant ([3] VIII 
7.7). Alors : 

(i) Pour tout x' E Ux, z' — u*{x') est le point de U^ correspondant au morphisme compose 

(10.20.1) z^X(^)^t/, 

ou i est le X-morphisme defini par x' ([4J VIII 7.3) ; plus precisement, i est induit par I'inverse 
de I'isomorphisme canonique U^^') ^ ^(x): on U/-x'\ designe le localise strict de U en x' . 
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II existe done une unique speeialisation u' de z' vers x' qui s'insere dans un diagramme 
commutatif 

(10.20.2) z' -^^ C/(y) 



Z *- -^ (x) 

ou les fleches verticales sont les isomorphismes canoniques. 

(ii) Si U est separe sur X, I'application u* est injective. En effet, si x' et x" sont deux points 
de Ux tels que u*{x') = u*{x") = z', alors on a deux specialisations de z' vers x' et x" , 
respectivenient. En particulier, I'iniage du morphisme canonique 'z' ^>- U Xx X(^^ est contenue 
dans chacun des sous-schemas ouverts et fermes U(x') et U(x") de U Xx -Y(^) ([15] 18.5.11), 
ce qui n'est pas possible. 

(iii) Si U est fini sur X, I'application u* est bijective puisque U Xx X(^-^) — Yix'eu-^i'^')' 



10.21. Supposons X strictement local, de point ferme x. Pour tout U G Ob(Ets(.oh/Ar) (|9-1P - on 
designe par U^ la somme disjointe des localises stricts de U en les points de Ux ; c'est un sous- 
schema ouvert et ferme de U, qui est fini sur X ([15] 18.5.11). La correspondance U >—!■ U^ definit 
un foncteur 

(10.21.1) 4:Et,eoh/x^Etf/x, 

qui est clairement exact a gauche et continu. Le morphisme de topos associe 

(10.21.2) t^:Xta^Xit 

s'identifie au morphisme Ens — > X^t defini par x. En effet, le foncteur fibre en x induit une 
equivalence entre les topos Xfot et Ens car le groupe 7ri(X, a;) est trivial (|9.6.2p . et pour tout 
U € Ob(Etscoh/x)i I'application canonique U^ -> Ux est bijective. 
Considerons le site fibre 

(10.21.3) TTscoh: £^scoh -^ Etscoh/X 

defini dans (|10.4p . et munissons E'scoh de la topologie co-evanescente associee a TTscoh. On rappelle 
que le topos des faisceaux de U-ensembles sur i^scoh s'identifie canoniquement a E (|10.4.4p . Pour 
tout objet {V — ^ U) de i?scoh, V xjj U^ ~ V xjjy Uy est un revetement etale de Y. On obtient 
ainsi un foncteur 

(10.21.4) 6+ : Escob -^ Etf/y, (V^Uj^VxuU^. 

Lemme 10.22. Conservons les hypotheses de (|10.2ip . 

(i) Le foncteur 9^ est continu et exact a gauche ; il definit done un morphisme de topos 

(10.22.1) e:Yi6t^E. 

(ii) Pour tout faisceau F de Ym, on a un isomorphisme canonique de faisceaux sur -Escoh 

(10.22.2) 0,{F) ^{U^ iju)i6t*iF\Uir)}, 

oil pour tout U G Ob(Ets(,oh/x); ju ■ Uy —^ Uy designe I'injection canonique, et pour tout 
morphisme g: U' -^ U de Etgcoh/ATj ^e morphisme de transition 

(10.22.3) Uu)i6t*{F\Ui.) -^ igYheUiju'heUFlU^)) 
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est le compose 

(10.22.4) {ju)i6t*iF\Uir) -^ iju)i6t*{{9i^)i6t*iF\U^)) ^ {gY)i6t*iijU')i6t*iF\Ui^)), 

oil g^ : U'^ -^ U^ est I 'image de g par le foncteur p0.21.ip . la prem,iere fleche est induite 
par le morphisme d'adjonction id — > (5y)fct*(5y)f6t ^^ ^'^ seconde fleche est I'isomorphisme 
canonique. 

On verifie aisement que 0+ commute aux produits fibres et transforme objet final en objet 
final. II est done exact a gauche (Hj I 2.3.1). D'autre part, pour tout faisceau F de Yf^t, on a un 
isomorphisme canonique de i^scoh 

(10.22.5) F o e+ ^ {U ^ {ju)i6t*iF\Ui^)}, 

ou le membre de droite est le prefaisceau sur ii^scoh defini par les morphismes de transition (I10.22.4p . 
Soil {Ui -^ U)i^i un recouvrement de Etgcoh/x- Pour tout {i,j) G I^, posons Vi — Ui Xx Y, 
W, = Uf Xx Y, U,j = U, xu Uj, V,j = U,j Xx Y et Wij = Ufj Xx Y, et notons h,: V, -^ Uy, 
gi: Wi ^ Uy , hij : Vij —?■ Uy et gij : Wij — )► Uy les morphismes structuraux. Le foncteur (|10.21.ip 
etant exact a gauche et continu, la suite 

(10.22.6) O^F\U^^Yl{g,)m*{F\W,)^ J] (s^jOfit^^lW-,,) 

est exacte. Comme (j;7)fct* commute aux limites projectives, on en deduit que la suite 
(10.22.7) 

^ {ju)f6t*{F\Ui.) -^ Y[{h,)i6U{ju.)f6t*{F\W,)) ^ Jl {h^J)i6U{ju.,)f6t4F\W^J)) 

est exacte. Par suite, FoQ^ est un faisceau en vertu de l5.8l Done <&+ est continu, d'ou la proposition. 

10.23. Conservons les hypotheses de (110. 2ip et explicitons les constructions de (|6.ip pour le fonc- 
teur 0^ defini dans p0.21.4p . Le foncteur compose 

(10.23.1) e+oa+: Et,eoh/x ^ Etf/y 

n'est autre que le foncteur U n- Uy ; on a done a9 — Lxfict, ou Lx est le morphisme (I10.21.2p . 
D'autre part, pour tout objet U de Etgcoh/X; le foncteur (|6.1.5p 

(10.23.2) 0+ : Etf/t;^ ^ Etf/yf. 

induit par 6^ n'est autre que I'image inverse par le morphisme canonique ju : Uy -^ Uy ; en 
particulier, 6 est une section de /3, i.e., on a un isomorphisme canonique (|6.1.9p 

(10.23.3) pe^idy^.^. 

On obtient un morphisme de changement de base 

(10.23.4) /3, -> r, 

compose de /3* -> (3^,6^,9* — > 9*, on la premiere fleche est induite par le morphisme d'adjonction 
id -^ 9J*, et la seconde fleche par (|10.23.3p . 
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10.24. Conservons les hypotheses de (|10.2ip . Le morphisme px ■ X^t —>■ Xm s'identifie a I'unique 
morphisme de topos X^t — >■ Ens {f^ IV 4.3). Le morphisme compose ixPx ■ X^t — > -'^ct est defini 
par le morphisnie de sites 

(10.24.1) Et,,,h/x^Et,,oh/jf, U^U'. 

L'injection caiioniquc U^ — > U, pour U G Ob(Etscoh/jf )j definit alors un 2-morphisme 

(10.24.2) idjf,, -^ L,px. 

D'apres l3.71 les morphismes de topos ixPxf ct '■ Yet -^ X(.t et idy-^s^, et le 2-morphisme /ot -^ I'xPxf ct 
iiiduit par p0.24.2[) . definissent un morphisme de topos 

(10.24.3) 7:yet->^ct XX,, l6t 

tel que pi7 — txPxfct^ P27 = idy^^ et r * 7 est induit par f|10.24.2p : 

/<3t 



(10.24.4) 



X. 



X,,^ 




Reprenons les notations de (jlO.lSp et notons Z?scoh le site fibre sur Etgcoh/x deduit de D p0.15.ip 
par changement de base par le foncteur d'injection canonique Etgcoh/x ~^ Et/x (|10.4p . II resulte 
de l4.6r i) que pour tout (V — ^ C/) G Ob(I?scoh), on a un isomorphisme canonique 



(10.24.5) 

On en deduit que le diagramme 

(10.24.6) 



-f*{{V^U)'')^VxuU^ 



Y,, 



PY 



^ X^t XX^t Vet 



n 



ot 



■ E 



est commutatif a isomorphisme canonique pres. 



Proposition 10.25. Sous les hypotheses de (|10.2ip . pour tout faisceau F de E et tout point 
geometrique y de Y, I'application 

(10.25.1) (/3^F),,(_^^(rf),^(^) 

induite par le morphisme de changement de base (|10.23.4p est bijective. 

On notera d'abord qu'il existe une unique specialisation de f{y) dans x ; on pent done considerer 
le point {y -^ x) de X^t ^x^t Y^t- H est clair que les points 7(2;) et (y ~-+ x) sont canoniquement 
isomorphes. II resulte alors de (|10.24.6p que les points d{pY{y)) et p(y ~~> x) de _E sont canoni- 
quement isomorphes. On designe par 'i^y la categoric des objets y-pointes de Etf/y et par S^ la 
categoric des voisinages du point p{y ~-^ x) dans le site E'scoh ([^J IV 6.8.2). Le foncteur (|10.6.ip 

(10.25.2) af f : Etf/y -> E^coh, V ^ {V ^ X) 
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et risomorphisme (|10.19.4p induisent un foncteur 

(10.25.3) jy:%- 

Le morphisme d'adjonction F -^ 9f,{d*F) est tautologiquement defini, pour tout {V ~^ U) E 
Ob(-Escoh), par I'application canonique 

F(y ^u)^ {e*F)(y xu u^). 

Par suite, (|10.25.ip s'identifie a I'application 



(10.25.4) 



lini 

(w,a')e«"T 



F{W -^ X)^Fi 



p(y~^x) 



induite par jy. II suffit done de montrer que le foncteur j^ est cofinal. Comme jy est pleinement 
fidele (|10.19.4[) et que la categoric ^ est cofiltrante, il suffit encore de montrer que pour tout objet 
B de ^, il existe un objet A de^y tel que B majore jy{A) (i.e., Honig^(jjj(^), B) ^ 0), en vertu 
de (P] 1 8.1.3(c)). 

Soient [V -^ U) un objet de E'scoh, k E Ux XUf,m Vy, x' (resp. y') Timage de k dans Ux (resp. 
Vyi). Le point x' determine une section i: X — > [/, et par suite un diagramme cartesien 



(10.25.5) 



V xuX' 



V- 



-^x 



-^u 



Par ailleurs, d'apres ri0.20f i'). le diagramme 
(10.25.6) y ^Y 



-^X 



-^y. 



U 



y'- 

est commutatif. On en deduit un point geometrique y" deV XjjX qui releve les points geometriques 
y' de V et f{y) de X. Par suite, {V Xu X,y") est un objet de ^y, et le diagramme p0.25.5p induit 
un morphisme de Sfy 

3y{{V Xu X,y"j) = {{VxuX^ X),y") ^ {{V ^ U), k). 

La proposition est done demontree. 

Corollaire 10.26. Supposons X strictement local, et I'ensemble des composantes connexes de Y 
localement fini. Alors le morphisme de changement de base j3^, -^ 0* (|10.23.4p est un isomorphisme ; 
en particulier, le foncteur /3^ est exact. 



En efFet, comme les composantes connexes de Y torment un recouvrement de Etf/y (|9.7.2p . la 
famille des points de If^t de la forme pviV), lorsque y decrit les points geometriques de Y, est 
conservative (|9.8p . La proposition resulte done de 110.251 



Corollaire 10.27. Supposons X strictement local, et I'ensemble des composantes connexes de Y 
localement fini. Notons 9: Yf^t -^ E le morphisme de topos (jl0.22.ip . Alors : 
(i) Pour tout faisceau F de E, I'application canonique 

(10.27.1) T{E,F)^riYf6t,0*F) 

est bijective. 
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(ii) Pour tout faisceau abelien F de E, V application canonique 

(10.27.2) R\E, F) -^ ff (Ffct, 0*F) 
est bijective pour tout i > 0. 

(i) En cffet, le diagramme 

(10.27.3) r{E,F)^ Z riYfit,P*F) 



riE,0,i0*F))^^T{Yf6t,MO*iO*F))) 



T{Yfa,e*F) 

ou w, w' et v' sont les bijections canoniques, u et v sont induits par le morphisme d'adjonction 
id — > 9^,6* et u' est induit par I'isomorphisme (|10.23.3p . est commutatif. Comme u' o u est bijectif 
en vertu de ll0.26l il en est de meme de v' o v, d'oii la proposition. 
(ii) En effet, le diagramme 

(10.27.4) W{E,F)^ iiHYf6t,f3,F) 



W{E,e49*F))^^^W(Yf6t,l3.i9,i9*F))) 



W{Yiit,9*F) 

on w, w' et v' sont induits par la suite spectrale de Cartan-Leray (|4] V 5.3), u et w sont induits par 
le morphisme d'adjonction id — ?> 9^:9* et u' est induit par I'isomorphisme (|10.23.3p . est commutatif. 
D'autre part, u' o u est bijectif, et le foncteur /3* est exact en vertu de 110.26k done w est bijectif, 
d'oii la proposition. 

10.28. Soient x un point geometrique de X, X le localise strict de X en x, F = Y XxX_, f : Y ^ X 

la projection canonique. On designe par E_ le site de Fallings associe a / pO.ip . par E_ le topos des 
faisceaux de U-ensembles sur E_ et par 

(10.28.1) 0:Y,,,^E 
le morphisme de topos defini dans p0.22.ip . Le foncteur 

(10.28.2) <^+:E^E, (V ^ U) ^ {V Xy Y-^ U Xx X) 
etant continu et exact a gauche (jl0.12.3p . il definit un morphisme de topos 

(10.28.3) ^-.E-^E. 

Proposition 10.29. Conservons les hypotheses de (|10.28p . supposons de plus que X soit locale- 
ment noetherien et que f soit de type fini. Alors : 

(i) Pour tout faisceau F de E , on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(10.29.1) (7.(F)^^r(yf,,,r($*F)). 
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(ii) Pour tout faisceau abelien F de E et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel 

(10.29.2) R'a4Fh^W{Yi,„9*{<i>*F)). 

Cette proposition sera demontree dans 111.141 

10.30. Soient F = {U i— > Fjj} un faisceau abelien de E, i un entier > 0. On designe par J^^{F) 
le faisceau de X^^ associe au prefaisceau sur Et /^ defini pour tout U G Ob(Et z^) par le groupe 

(10.30.1) W{{UY)f6uFu), 

et pour tout morphisme g: [/'—>[/ de Et/^, par I'application coniposee 

(10.30.2) ff((C/y)fet,F[;) ^ff((C/y)fct,(gy)fct*(^c/')) ^ff((C^F)f>5t,Fc/'), 

ou la premiere fleche est induite par le morphisme de transition de F et la seconde fleche est induite 
par la suite spectrale de Cartan-Leray ([4j V 5.3). 

Pour tout objet U de Et/^, le topos Euuy^U)" ^st canoniquement equivalent au topos de 
Faltings associe au morphisme Uy — > U d'apres (|10.14.6p . On a done un morphisme canonique de 
topos P0.6.3P 

(10.30.3) I3u ■■ E/(^u^_uY ^ {Uy)^- 

Par definition du foncteur de restriction ([3] III 5.3), on a un isomorphisme canonique 

(10.30.4) Pu*{F\{Uy ^ UT) ^ Fu. 

Par consequent, la suite spectrale de Cartan-Leray induit une application fonctorielle en F 

(10.30.5) ff((C/y)f6t,Fc/) ->ff((C/y ^ UT,F). 
Soil g: U' -^ U un morphisme de Et/^. Le diagramme 

(10.30.6) Euu'^u'r ^^^^ (f^i')fct 



A 



(ffv)te 



E/{Uy-*u)'- ^ (t^y)fct 

oil A est le morphisme de localisation de E/^u^^uy en {Uy — > U'Y, est commutatif, a isomor- 
phisme canonique pres. Cela se verifie aussitot sur le diagramme de morphismes de sites corres- 
pondant. Par ailleurs, le diagramme 
(10.30.7) 

Pu*{F\{Uy -> UY) ^^ Pu*{K{F\{U!y ^ U'Y)) -^ {9Y)f6t*{l3u'*{F\{U{. ^ [/')")) 



Fu *- igY)ict*{Fu') 

on a est induit par le morphisme d'adjonction id — >■ A* A*, b est induit par le diagramme (|10.30.6p . c 
est le morphisme de transition de F, et les identifications verticales proviennent de I'isomorphisme 
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(|10.30.4p . est commutatif. On en deduit que le diagranime 

(10.30.8) Wi{UY)fet,Fu) ^ff((C/y ^C/)^F) 



ff((C/y)fct,(5y)fet*(Ft/')) 



Wi{Ui-)t,t,Fu') 



■WiiUy ~^U'Y,F) 



ou las fleches horizontales sont les applications (|10.30.5p . les fleches verticales de gauches sont 
definies dans (|10.30.2p et la fleche verticale de droite est I'application canonique, est commutatif. 
Par suite, I'application (|10.30.5p definit un morphisme de prefaisceaux sur Et/x- Prenant les 
faisceaux associes, on obtient un morphisme de groupes abeliens de X(.t 

(10.30.9) J^\F)~^Ka^{F). 

10.31. Reprenons les hypotheses et notations de (|10.28p et notons 

(10.31.1) /3:l->i:fct 



le morphisme canonique (|10.6.3|) . Choisissons un voisinage ouvert afhne X^ de I'image de x dans 
X et notons / la categoric des Xp-schemas etales x-pointes qui sont afiines au-dessus de Xq (cf. [1] 
VIII 3.9 et 4.5). Pour tout U £ Ob(/), on designe par 



^10.31.2) 



vu-^^Uy 



le changement de base du morphisme canonique X_ -^ U par /. On associe a tout faisceau F = 
{U ^^ Fu} de E \e foncteur 

(10.31.3) I°^Y,,„ U ^ {i^uTfitiFu), 

qui a tout morphisme g: [/'—>■[/ de / fait correspondre le morphisme compose 

{i^u)ht{Fu) ^ {vu')ht{{9Y)htFu) ^ {vu')ht{Fu'). 

ou la premiere fleche est induite par la relation vjj = gv ° i^u' et la seconde fleche provient du 
morphisme de transition Fjj -^ (gy)fct*(-Fc/') de F. 



Proposition 10.32. Sous les hypotheses de (|10.3ip . pour tout faisceau F = {U H- Fjj} de E, on 
a un isomorphisme canonique fonctoriel 



(10.32.1) 



/3 ($*F)^lim (i^urfitiFu). 



Cette proposition sera demontree dans 111.151 

Theoreme 10.33. Supposons X localement noetherien et f de type fini. Alors pour tout faisceau 
ahelien F de E et tout entier i > 0, le morphisme J'^^{F) —^ R*cr, (i^) (jl0.30.9p est un isomor- 
phisme. 



Ce theoreme sera demontre dans 111.161 
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11. LiMITE PROJECTIVE DE TOPOS DE FALTINGS 

11.1. On designe par DJl la categorie des morphismes de schemas et par £> la categorie des mor- 
phismes de DJl. Les objets de J) sont done des diagrammes eomniutatifs de morphismes de schemas 

(11.1.1) 




ou I'on considere les fleches horizontales comme des objets de COT et les Heches verticales comme des 
morphismes de 9Tt ; un tel objet sera note (V,U,Y,X). On designe par <B la sous-categorie pleine 
de S) formee des objets (V, U, Y, X) tels que le morphisme U —^ X soit etale de presentation finie 
et que le morphisme V — > Uy — U Xx Y soit etale iini. Le "foncteur but" 



(11.1.2) 



iB-^m, {V,U,Y,X)^{Y ^ X) 



fait de 2; une categorie fibree, clivee et normalisee. La categorie fibre au-dessus d'un objet / : y ^ X 
de 9Jt est la categorie sous-jacente au site restreint de Fallings associe a /, note E'coh dans (|10.4p . 
Pour tout diagramme commutatif de morphismes de schemas 



(11.1.3) 




le foncteur image inverse de (|11.1.2p associe au morphisme {g\g) de 9Jl est le foncteur (|10.12.3p 
(11.1.4) $+:£/->£//, {V ^U)^{V xyY' ~^U xxX'). 



Munissant chaque fibre de €/3Jl de la topologie co-evanescente (|10.4p . £ devient un U-site fibre 
fcf. fTUT^ et [4J VI 7.2.4). On designe par 



(11.1.5) 



d^M 



le U-topos fibre associe a £/3Jl ([4j VI 7.2.6) : la categorie fibre de 3" au-dessus d'un objet / : y — > X 
de 9Jl est le topos £/ des faisceaux de U-ensembles sur le site co-evanescent £/ , et le foncteur image 
inverse relatif au morphisme defini par le diagramme (111.1.3^ est le foncteur $* : £/ — >■ (tf image 
inverse par le morphisme de topos $: £// —> (Bf associe au morphisme de sites $+ (|11.1.4p . On 
note 



fll.l. 



r 



m° 



la categorie fibree obtenue en associant a tout objet f : Y ^ X de VJl \a categorie 5^/ = £/ , et a 
tout morphisme defini par un diagramme pi.l.3p le foncteur $» : (Bf — >■ <Bf image directe par le 
morphisme de topos $: (£/' — s> £/. 

11.2. Soient I une categorie cofiltrante essentiellement petite ([4] I 2.7 et 8.1.8), 
(11.2.1) ifi-.I^m, i^{h:Y,^X,) 
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un foncteur tel que pour tout morphisme j -^ i de /, les morphismes Yj — > Yi et Xj — ;• Xi soient 
affines. On suppose qu'il existe io G Ob(/) tel que Xig et Yig soient coherents. On designe par 

(11.2.2) (£^ ^ / 

(11.2.3) S^ ^ I 

(11.2.4) r^ ^ r 

les site, topos et categoric fibres deduits de (£ pi.l.2p . ^ (|11.1.5p et g'^ ()11.1.6p . respectivement, 
par changcnient de base par le foncteur ip. On notera que ^^p est le topos fibre associe a €ip ([4J VI 
7.2.6.8). D'apres ([15J 8.2.3), les limites projectives 

(11.2.5) X = lim Xi et Y = lim Yi 

i€Ob{I) ieOb(I) 

sont representables dans la categoric des schemas. Les morphismes {fi)iei induiscnt un morphisme 
/: Y —^ X, qui represente la limite projective du foncteur (|11.2.ip . 
Pour tout i G Ob(/), on a un diagramme commutatif canonique 

(11.2.6) - ^ 




II lui correspond un foncteur image inverse (|11.1.4p 

(11.2.7) $+:€/. ^€/, 

qui est continu et exact a gauche, et par suite un morphisme de topos 

(11.2.8) $»:i/^e/.. 
On a un foncteur naturel 

(11.2.9) (£^ ^ (£/, 

dont la restriction a la fibre au-dessus de tout i € Ob(/) est le foncteur $^ pi.2.7p . Ce foncteur 
transforme morphisme cartesien en isomorphisme. II se factorise done de fagon unique a travers un 
foncteur (g] VI 6.3) 

(11.2.10) lim (£^ -^ (£/. 

Le /-foncteur £^ -^ (Bf x I deduit de (|11.2.9p est un morphisme cartesien de sites fibres ([4j VI 
7.2.2). II induit done un morphisme cartesien de topos fibres ([4] VI 7.2.7) 

(11.2.11) i/x/->S^^. 

Proposition 11.3. Le couple forme du topos €/ et du morphisme pi. 2. lip est une limite projec- 
tive du topos fibre ^^/I ([4J VI 8.1.1). 

On notera d'abord que le foncteur (111.2. lOp une equivalence de categories en vertu de ([T51 8.8.2, 
8.10.5 et 17.7.8). Soient T un U-topos, 

(11.3.1) h:TxI^^^ 

un morphisme cartesien de topos fibres au-dessus de /. Notons £/ : £^ ^- ^^p le foncteur cartesien 
canonique ([J VI (7.2.6.7)), et posons 

(11.3.2) h+ = h* oer. €^^T X I. 
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Pour tout i e Ob(/), on designe par 

(11.3.3) ht:<^n^T 

la restriction de /i+ aux fibres au-dessus de i. Compte tenu de I'equivalence de categories (|11.2.10p 
et de ([4j VI 6.2), il existe un et essentiellement un unique foncteur 

(11.3.4) g+:iBf^T 
tel que h^ soit isomorphe au compose 

(11.3.5) e^ ^g/x/ ^^^'^' ^ Txl , 

ou la premiere fleche est le foncteur deduit de pi.2.9p . Montrons que 5+ est un morphisme de sites. 
Pour tout objet {V — >■ U) de €/, il existe i G Ob(/), un objet {Vi — ?• Ui) de g/^ et un isomorphisme 
deg/ 

(11.3.6) (V^U)^^+{V,^U,). 

Comme les foncteurs hf et $^ sont exacts a gauche, on en deduit que (7+ est exact a gauche. 
D'autre part, tout recouvrement cartesien (resp. vertical) fini de £/ (j5.3p est I'image inverse d'un 
recouvrement cartesien (resp. vertical) de €^. pour un objet z G /, en vertu de ( |15) 8.10.5(vi)). 
Comme les schemas X et F sont coherents, on en deduit que g+ transforme les recouvrements 
cartesiens (resp. verticaux) de €^ en families epimorphiques dc T . Par suite, g^ est continu en 
vertu de 15.81 II definit done un morphisme de topos 



(11.3.7) g:T^€f 
tel que h soit isomorphe au compose 

(11.3.8) Txl '''"'^' ' ^fxl ^^v, 

oil la seconde fleche est le morphisme (|11.2.11l) . Un tel morphisme g est essentiellement unique car 
la "restriction" g+ : £/ — > T du foncteur g* est essentiellement unique d'apres ce qui precede, d'ou 
la proposition. 

11.4. Munissons £^ de la topologie totale ([1] VI 7.4.1) et notons Top(£^) le topos des faisceaux 
de U-ensembles sur £^. D'apres ([1] VI 7.4.7), on a une equivalence canonique de categories (|2.2p 

(11.4.1) Top(e^) ^ Hom,o(r,y^). 

D'autre part, le foncteur naturel iB^p — ?> £/ (|11.2.9p est un morphisme de sites ([4, VI 7.4.4) et 
definit done un morphisme de topos 

(11.4.2) tn: £/ ^Top(£^). 

En vertu de 111.31 et ([T VI 8.2.9), il existe une equivalence de categories Q qui s'insere dans un 
diagramme commutatif 

(11.4.3) ^f 1-^ Hom,,,t/,o (/°, yp 



Top(g^) ~ . Homjo(/°,gV) 

ou la fleche horizontale inferieure est I'equivalence de categories (|11.4.ip et la fleche verticale de 
droite est I'injection canonique. 
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Pour tout objet F de Top{(Btp), si {i n- Fi} est la section correspondante de Hom/o(/°,5^|^), 
on a un isomorpliismc canonique fonctoriel (^ VI 8.5.2) 

(11.4.4) tn*(F) ^ lim ^*{F,). 

CoroUaire 11.5. Soient F un faisceau de Top{€ip), {i i~> Fi} la section de Hom/o (/°,3^^) qui 
lui est associee par Vequivalence de categories (lll.4.ip . Alors on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel 

(11.5.1) lim T{€f^,F,)^ri€f,\mi ^*iF,)). 

Corollaire 11.6. Soient F un faisceau abelien de Top(2;(p), {i ^-s- Fi\ la section de Horti/o (7°, g'l^) 
qui lui est associee par Vequivalence de categories (jll.4.11) . Alors pour tout entier q > 0, on a un 
isomorphisme canonique fonctoriel 

(11.6.1) lim W(€f,,F,) ^ H«(€/,lim <i>*{F,)). 

iei° iei° 

Les coroUaires 111.51 et 111.61 resultent de 111.31 et (|4J VI 8.7.7). On notera que les conditions 
requises dans ([4J VI 8.7.1 et 8.7.7) sont satisfaites en vertu de lTMl et (L4J VI 3.3, 5.1 et 5.2). 

11.7. On designe par 

(11.7.1) ^^ ^ /, 

(11.7.2) % -^ /, 

(11.7.3) ^^^ ^ r 

les site, topos et categoric fibres deduits, respectivement, du site fibre des revetements etales ^/Sch 
(|9.5.ip . du topos fibre ^/Sch (|9.5.2p et de la categoric fibree {#^/Sch° (|9.5.3p . par changement de 
base par le foncteur 

(11.7.4) /-^Sch, i^Y^ 
induit par (f (|11.2.ip . Pour tout i G Ob(/), on note 

(11.7.5) v^:Y^Y, 

le morphisme canonique (|11.2.5p . On a un foncteur naturel 

(11.7.6) ^^^^Y 

dont la restriction a la fibre au-dessus de i e Ob(/) est donnee par le foncteur de changement de 
base par le morphisme vi 

^Y, -^ ^Y , K/ ^ Y' X Y, Y. 

Ce foncteur transforme morphisme cartesien en isomorphisme, et se factorise done de fagon unique 
a travers un foncteur 

(11.7.7) lim^<^^^y. 

JO 

Le /-foncteur ^i^ — ;> ^y x / deduit de (|11.7.6p est un morphisme cartesien de sites fibres ([4J VI 
7.2.2). II induit done un morphisme de topos fibres 

(11.7.8) yf6tx/->^^. 

Lemme 11.8. Le foncteur pi.7.7p est une equivalence de sites lorsque Von munit la source de la 
topologie de la limite inductive du site fibre ^^p ([4j VI 8.2.5) et le but de la topologie etale. 
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En effet, le foncteur ()11.7.7p est une equivalence de categories en vertu de ([15] 8.8.2, 8.10.5 
et 17.7.8). Soient i € Ob(/), gi- Y/ -^ Yi un revetement etale, g:Y'^-Y\e revetement etale 
deduit de Qi par changement de base par le morphisme Y -^ Yi. D'apres ([15J 8.10.5), pour que g 
soit surjectif, il faut et il suffit qu'il existe un morphisme j — >■ z de / tel que le revetement etale 
gj : Y- — )■ Yj deduit de gi par changement de base, soit surjectif. L'assertion relative aux topologies 
s'ensuit compte tenu de (g] VI 8.2.2 et III 1.6). 

Proposition 11.9. Le couple forme du topos Yfot et du morphisme pi.7.8p est une limite projective 
du topos fibre '^,^/ 1 . 

Cela resulte de lTTSl et ([4J VI 8.2.3). 

CoroUaire 11.10. Soient F un faisceau ahelien du topos total de M^, {i i-> -Fi} la section de 
Hom/o (7°, ^ij) qui lui est associee. Alors pour tout entier q > 0, on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel 

(11.10.1) Urn H''((y,)fct, J^O ^ H''(yfet, lim {iy,);,^{F,)) . 

iei° iei° 

Cela resulte de lll.9l et (|3] VI 8.7.7). On notera que les conditions requises dans ([5] VI 8.7.1 et 
8.7.7) sont satisfaites en vertu de[S2]et (gj VI 3.3, 5.1 et 5.2). 

11.11. On designe par 

(11.11.1) p-.'^f^Yfit 
et, pour tout i € Ob(/); par 

(11.11.2) A: C/. ^(r,)fet 

les morphismes canoniques (|10.6.3p . II resulte de (|10.12.6p et ([T2] VI 12; cf. aussi [T] 1.1.2) qu'il 
existe essentiellement un unique morphisme cartesien de topos fibres 

(11.11.3) (3^:^^-^% 

dont la fibre au-dessus de tout i G Ob(/) est le morphisme /3i. De plus, le diagramme de morphismes 
de topos fibres 

(11.11.4) g/X/^^FfetX/ 



/3^ 



ou les fleches verticales sont les morphismes (|11.2.1ip et ()11.7.8p . est commutatif a isomorphisme 
canonique pres. On pent done identifier /3 au morphisme deduit de (3^ par passage a la limite 
projective dans le sens de ([4_ VI 8.1.4). 

Proposition 11.12. Soient F un faisceau de Top(£;p), {i H> Fi} la section de Hom/o (7°, ^^X) 
qui lui est associee par I'equivalence de categories (lll.4.ip . Alors on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel 

(11.12.1) M^*F) ^ l™ (^^)f*et(A*(i^O), 

oil w est le morphisme (|11.4.2p et Vi est le morphisme (|11.7.5p . 
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Cela results de lll.lll et ([4] VI 8.5.9). On notera que les conditions requises dans loc. cit. sont 
satisfaites en vertu de [TU31 [TinUl et ([|] VI 3.3 et 5.1). 

Remarque 11.13. Soient F unfaisceau abeliende Top(2;;p), {i i-> _Fi} la section de Hom/o(/°,g^^) 
qui lui est associee par I'equivalence de categories pi.4.ip . q un entier > 0. II resulte alors de llO.131 
que le diagramme 



(11.13.1) 



limH«((r,)f6t,A*(i^z)) 



limW{Y{,t,il^^)htiP^*iF^))) 



WiYi6t,l3.{m*F)) 



^limH«((S/,,i^,) 



-^W{€f,m*F) 



oil les fleches horizontales proviennent des suites spectrales de Cartan-Leray, u est le morphisme 
canonique, v est induit par (|11.12.ip . et w est induit par (|11.4.4p . est conimutatif. 



11.14. Nous pouvons maintenant deinontrer la proposition ll0.29l Choisissons un voisinage ouvert 
affine Xq de I'image de x dans X. Notons / la categorie des Xo-schemas etales x-pointes qui sont 
affines au-dessus de Xq (cf. [4j VIII 3.9 et 4.5), et (/?: / ^- 93t le foncteur qui a un objet U de 
/, associe la projection canonique fu : Uy -^ U. Alors / s'identifie canoniquement a la limite 
projective du foncteur ip. Pour tout U G Ob(/), le topos E/i^jj^^ij-ja est canoniquement equivalent 
au topos de Faltings associe au morphisme fu d'apres (|10.14.6p . Par suite, avec les notations de 
cette section, pour tout faisceau F de E, {U i— >■ F\{Uy ~> U)""} est naturellement une section 
de Hom/o(/°,3'M)- EUe definit done un faisceau de Top(€(^) pi.4.ip . On a un isomorphisme 
canonique fonctoriel (|11. 4.411 

(11.14.1) ^*{F) ^ m*{{U ^ FliUy -^ uy}). 
(i) D'apres ([?] VIII 3.9 et 4.5), on a un isomorphisme canonique 

(11.14.2) <y.{Fh^ lim THUy ^ C/)^F). 



Celui-ci induit un isomorphisme fonctoriel 

(11.14.3) c7,{F)^^T{E,<^*iF)), 



en vertu de lll.5l La proposition s'en deduit compte tenu de ll0.27l^ i) (on notera que Y_ est noethe- 
rien). 

(ii) Cela resulte, comme pour (i), de lll.6lFlO. 27( 11) et de I'isomorphisme canonique ([4j V 5.1(1)) 



(11.14.4) 



R'a^F)^^ lim H'((C/y ^ U)'',F). 



11.15. La proposition 110.321 resulte de 111.121 (applique a la situation introduite dans lll.TH) . en 
tenant compte de (I10.30.4p . 
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11.16. Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme 110.331 Soit x un point geometrique de 
X. Reprenons les hypotheses et notations de ll0.28l et ll0.31l D'apres ([3] IV (6.8.4)) et Ill.lOl on a 
des isomorphismes canoniques 

(11.16.1) J>^\F)^ ^ Inn W{{UY)i&uFu) 4 ff (Hfet, 1™ {^u)UtFu)- 

uei° uei° 

II resulte de 111.61 (cf. I11.14p qu'on a un isomorphisme canonique 

(11.16.2) RV,(i^)^-H-ff(l,$*F). 

Done en vertu de ll0.26| la suite spectrale de Cartan-Leray ([4] V 5.3) induit un isomorphisme 

(11.16.3) RV.(i^)^ 4 J1\Y,,„^_^{^*F)). 
D'autre part, il resulte de lll.l3l et des definitions que le diagramme 

(11.16.4) jr*(i7^)_^L^H^(^tct,l™ {'^u)htPu) 



oil les fleches horizontales sont les isomorphismes pi.l6.ip et (|11.16.3p . u provient du morphisme 
(|10.30.9p . et V de I'isomorphisme (|10.32.ip . est commutatif. Comme v est un isomorphisme en vertu 
de ll0.32l u est un isomorphisme, d'oii le theoreme. 



[lo; 
[11 

[12; 

[13 

[14 

[is; 
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